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ΨΗΦΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ ΣΧΕΔΙΑΣΗ
- 5η ενότητα ασκήσεων -
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5η ενότητα ασκήσεων

• Σύνθεση (σχεδίαση) συνδυαστικών κυκλωμάτων

• Ανάλυση συνδυαστικών κυκλωμάτων

• Αριθμητικά συνδυαστικά κυκλώματα

• Κωδικοποιητές και αποκωδικοποιητές

• Πολυπλέκτες και αποπολυπλέκτες
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 Σύνθεση (σχεδίαση) συνδυαστικών 
κυκλωμάτων
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Σύνθεση (σχεδίαση) συνδυαστικών κυκλωμάτων

Καθορισμός και ονομασία των 
εισόδων και των εξόδων και 
σχεδίαση του συνοπτικού 

διαγράμματος του κυκλώματος
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Άσκηση 1

Μια πινακοθήκη αποτελείται από 3 αίθουσες, οι οποίες για λόγους α-
σφαλείας είναι εξοπλισμένες με 3 ανιχνευτές κίνησης, αντίστοιχα. Κάθε
νύχτα, στην πινακοθήκη υπάρχει ένας φύλακας που κινείται συνεχώς α-
πό αίθουσα σε αίθουσα.

Θα συνθέσουμε συνδυαστικό κύκλωμα που θα δέχεται ως εισόδους τις
εξόδους των 3 ανιχνευτών και θα ενεργοποιεί το συναγερμό, στις περι-
πτώσεις που ανιχνεύεται κίνηση σε περισσότερες από μία αίθουσες (δη-
λαδή όταν υπάρχει εισβολέας).

Το συνδυαστικό κύκλωμα θα ενεργοποιεί επίσης μία φωτεινή ένδειξη
στις εγκαταστάσεις της εταιρείας φύλαξης, όταν υπάρχει υποψία εισβο-
λής στην τρίτη αίθουσα (στην οποία εκτίθεται πίνακας μεγάλης αξίας),
ώστε να σπεύσει στην πινακοθήκη ενισχυτικό προσωπικό ασφαλείας.

Άσκηση 1
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Άσκηση 1

Ανάλυση προδιαγραφών: oι είσοδοι του κυκλώματος θα πρέπει να 
είναι 3 (x, y, z), με καθεμία από αυτές να αντιστοιχεί στην έξοδο 
ενός από τους αισθητήρες κίνησης. 

Θεωρούμε ότι όταν ένας από τους αισθητήρες ανιχνεύει κίνηση, 
η αντίστοιχη είσοδος  του κυκλώματος λαμβάνει λογική τιμή 1, 
διαφορετικά λαμβάνει τιμή 0. Οι έξοδοι του κυκλώματος θα πρέπει 
να είναι δύο: η Α θα ενεργοποιεί το συναγερμό της πινακοθήκης και 
η Β θα ενεργοποιεί τη φωτεινή ένδειξη στο υποκατάστημα της 
εταιρείας φύλαξης.

Θεωρούμε, επίσης, ότι οι έξοδοι Α και Β λαμβάνουν λογική τιμή 1, 
όταν ικανοποιούνται  οι συνθήκες που ενεργοποιούν το συναγερμό 
και τη φωτεινή ένδειξη, αντίστοιχα, διαφορετικά λαμβάνουν λογική 
τιμή 0. 
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Άσκηση 1

Ο συνδυασμός τιμών των εισόδων που αντιστοιχεί σε ανυπαρξία 
κίνησης σε όλες τις αίθουσες (x = y = z = 0) συνιστά αδιάφορη λογική 

συνθήκη, αφού δεν μπορεί να συμβεί (υπάρχει πάντα ο φύλακας).
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Άσκηση 1

Εξαγωγή αλγεβρικών εκφράσεων των συναρτήσεων: εντοπίζουμε 
στον πίνακα αλήθειας τους συνδυασμούς τιμών των μεταβλητών 
για τους οποίους κάθε συνάρτηση λαμβάνει τιμή 1:

Αξιοποιώντας τους συνδυασμούς τιμών των μεταβλητών για τους 
οποίους κάθε συνάρτηση λαμβάνει τιμή 0 και το θεώρημα De 
Morgan, μπορούμε εύκολα να εκφράσουμε τις συναρτήσεις αυτές 
σε κανονική μορφή γινομένου μεγίστων όρων:
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Άσκηση 1
Ελαχιστοποίηση των λογικών συναρτήσεων των εξόδων
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Άσκηση 1

Υλοποίηση κυκλώματος (2 επίπεδα πυλών AND-OR και OR-AND)

Οι λογικές συναρτήσεις περιλαμβάνουν κοινούς όρους (λογικά 
γινόμενα). Οι κοινοί όροι υλοποιούνται μία φορά και 

επαναχρησιμοποιούνται για την παραγωγή των εξόδων, στις 
αλγεβρικές εκφράσεις των οποίων συμμετέχουν. 
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Άσκηση 1

Υλοποίηση κυκλώματος με πύλες NAND

Εφαρμογή του θεωρήματος διπλής άρνησης και στη συνέχεια του 
θεωρήματος De Morgan στη μορφή αθροίσματος γινομένων:
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Άσκηση 1

Υλοποίηση 
κυκλώματος 

με πύλες NOR

Εφαρμογή του θεωρήματος διπλής άρνησης και στη συνέχεια του 
θεωρήματος De Morgan στη μορφή γινομένου αθροισμάτων:
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Άσκηση 1

Εάν στην ελαχιστοποιημένη μορφή αθροίσματος γινομένων των 
συναρτήσεων εξόδου χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της 

παραγοντοποίησης (αξίωμα επιμεριστικότητας), μπορούμε να 
εξάγουμε ισοδύναμες λογικές συναρτήσεις:

Α(x,y,z) = (x + y)z + xy και B(x,y,z) = (x + y)z

οι οποίες υλοποιούνται από ένα κύκλωμα τριών επιπέδων πυλών
που αποτελείται από μόνο 4 πύλες με δύο εισόδους η καθεμία. 
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
18

Άσκηση 2

Από τον πίνακα αλήθειας, όσον αφορά τον όρο S0, προκύπτει ότι S0 = A0
(αν επιλέξουμε για τον αδιάφορο όρο την τιμή 0) .
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Το κύκλωμα πρέπει να 
ανιχνεύει την υπερχείλιση, 

δηλαδή την κατάσταση 
όπου το πλήθος των 

ψηφίων που εξάγονται δεν 
επαρκεί για την 

παράσταση της απόλυτης 
τιμής. Αυτό συμβαίνει για 

εισόδους Α3Α2Α1Α0 = 
1000, συνεπώς η 

συνάρτηση που ανιχνεύει 
την υπερχείλιση είναι:

V = A3 A′2 A′1 A′0.

Άσκηση 2
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Άσκηση 3
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Άσκηση 3
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Άσκηση 3
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Άσκηση 3
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Άσκηση 3
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Άσκηση 4
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Άσκηση 4
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Άσκηση 4
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Άσκηση 4
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Άσκηση 4

Στις συναρτήσεις των εξόδων του 
κυκλώματος υπάρχουν αρκετοί κοινοί 

όροι (λογικά γινόμενα), οι οποίοι 
υλοποιούνται μία φορά και στη 

συνέχεια επαναχρησιμοποιούνται
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 Ανάλυση συνδυαστικών κυκλωμάτων
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Ανάλυση συνδυαστικών κυκλωμάτων
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Ανάλυση συνδυαστικού κυκλώματος που λαμβάνει και παράγει 
τριψήφιους μη προσημασμένους αριθμούς

Άσκηση 5
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Κανονικές μορφές αθροίσματος ελαχίστων όρων των συναρτήσεων εξόδου:

Άσκηση 5
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Από τις κανονικές μορφές αθροίσματος ελαχιστόρων των 
συναρτήσεων εξόδου, δημιουργούμε άμεσα τον πίνακα αλήθειας:

Άσκηση 5
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Λεκτική περιγραφή της λειτουργίας του κυκλώματος:

Η λειτουργία του κυκλώματος δεν είναι εύκολο να περιγραφεί 
λεκτικά από τις αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων 

εξόδου του κυκλώματος. 

Ωστόσο, αφού πρόκειται για κύκλωμα που λαμβάνει και 
παράγει τριψήφιους μη προσημασμένους αριθμούς, από τον 
πίνακα αλήθειας διαπιστώνουμε ότι όταν ο δυαδικός αριθμός 

εισόδου ισούται με 0, 1, 2 ή 3 (σε δεκαδική μορφή), ο 
δυαδικός αριθμός εξόδου είναι κατά ένα μεγαλύτερος, ενώ 
όταν ο αριθμός εισόδου ισούται με 4, 5, 6 ή 7, ο αριθμός 

εξόδου είναι κατά ένα μικρότερος.

Άσκηση 5
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Ο πίνακας αλήθειας μπορεί να προκύψει και με σταδιακή εξαγωγή των στηλών   
που αντιστοιχούν στις εσωτερικές συνδέσεις του κυκλώματος, ώστε από αυτές να 
προκύψουν οι στήλες του πίνακα που αντιστοιχούν στις εξόδους του κυκλώματος, 

χρησιμοποιώντας μόνο τους ορισμούς των βασικών λογικών πράξεων:

Άσκηση 5



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
37

Άσκηση 6

Κύκλωμα α                                              Κύκλωμα β
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Άσκηση 6
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Άσκηση 6
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Άσκηση 6
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Άσκηση 7
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Άσκηση 7
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Άσκηση 7
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 Αριθμητικά συνδυαστικά κυκλώματα
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Ημιαθροιστής και πλήρης αθροιστής

Η
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s = a  b
co = ab
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Ημιαθροιστής και πλήρης αθροιστής

HA

FA
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Παράλληλος αθροιστής  
• Ο παράλληλος αθροιστής δύο δυαδικών αριθμών n ψηφίων προκύπτει 

εύκολα, εάν συνδέσουμε N πλήρεις αθροιστές (FA).

• Το συνδυαστικό κύκλωμα του παράλληλου αθροιστή διαθέτει N + 1 εξόδους. 

• Κάθε FA δέχεται ένα ζεύγος ψηφίων εισόδου και παράγει ένα ψηφίο 
αθροίσματος και ένα ψηφίο κρατουμένου, το οποίο διαδίδεται στον πλήρη 
αθροιστή της επόμενης (πιο σημαντικής) θέσης με το τελικό κρατούμενο να 
λαμβάνεται στην έξοδο κρατουμένου του FA της πιο σημαντικής θέσης
(αθροιστές διάδοσης κρατουμένου ή κυματικοί).
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• Αφαίρεση δυαδικών αριθμών = πρόσθεση μειωτέου με αντίθετο αφαιρετέου. 

• Χ – Υ = Χ + Υ′ + 1, Υ′ = συμπλήρωμα ως προς 1 του Υ.

• Όταν στη μία είσοδο μιας XOR 2 εισόδων τεθεί τιμή 1, τότε η έξοδός της 
ισούται με το συμπλήρωμα της άλλης εισόδου. 

• m = 0: εκτέλεση πρόσθεσης, m = 1: εκτέλεση αφαίρεσης.

Παράλληλος αθροιστής / αφαιρέτης  
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Άσκηση 8

Σύνθεση αθροιστή 10δικών ψηφίων κωδικοποιημένων κατά BCD

O κώδικας BCD χρησιμοποιείται στην κωδικοποίηση των 10 δεκαδικών ψηφίων
και είναι ισοδύναμος με τη δυαδική παράσταση των ψηφίων αυτών. Κατά την
πρόσθεση 2 δεκαδικών ψηφίων κωδικοποιημένων κατά BCD, όταν το δυαδικό
άθροισμα είναι ίσο ή μικρότερο του 1001 (δηλαδή του 9), τότε ταυτίζεται με το
άθροισμα κατά BCD. Όταν το δυαδικό άθροισμα είναι μεγαλύτερο του 1001, για
να ληφθεί το σωστό άθροισμα κατά BCD, θα πρέπει να προσθέσουμε στο
δυαδικό άθροισμα τον αριθμό 0110 (6). Αυτό θα έχει αποτέλεσμα τη δημιουργία
κρατουμένου δυαδικού ψηφίου. Για πρόσθεση 2 δεκαδικών ψηφίων
κωδικοποιημένων κατά BCD, χρησιμοποιούνται δύο αθροιστές διάδοσης
κρατουμένου με 4 δυαδικά ψηφία. Με τον πρώτο από αυτούς εξαγεται το
δυαδικό άθροισμα των ψηφίων, το οποίο, όταν είναι μικρότερο του 1001,
αποτελεί το επιθυμητό αποτέλεσμα, αλλά όταν είναι μεγαλύτερο του 1001,
απαιτείται διόρθωση μέσω πρόσθεσης με τον αριθμό 0110, κατά την οποία
προκύπτει τελικό κρατούμενο. Η πρόσθεση αυτή υλοποιείται από τον
δεύτερο αθροιστή διάδοσης κρατουμένου.
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Διόρθωση του δυαδικού αθροίσματος απαιτείται όταν αυτό ισούται με
τους συνδυασμούς που δεν περιλαμβάνονται στον κώδικα BCD (1010,
1011, 1100, 1101, 1110, 1111), καθώς και όταν το δυαδικό άθροισμα
συνοδεύεται από τη δημιουργία τελικού κρατουμένου (b4), δηλαδή εί-
ναι μεγαλύτερο ή ίσο του 16.

Επομένως, διόρθωση του δυαδικού αθροίσματος b3b2b1b0, απαιτείται
όταν b3 = 1 και επιπλέον b2 = 1 ή b1 = 1, καθώς και όταν b4 = 1.

Η προϋπόθεση αυτή περιγράφεται από τη λογική έκφραση b3(b2 + b1)
+ b4 και, όταν συμβαίνει, το άθροισμα κατά BCD αποτελείται από 2
δεκαδικά ψηφία με πιο σημαντικό το 1 (0001 σε κώδικα BCD).

H διορθωτική πρόσθεση του δυαδικού αθροίσματος με τον αριθμό
0110 (6) γίνεται μόνο όταν b3(b2 + b1) + b4 = 1 και η λογική τιμή της
έκφρασης αυτής χρησιμοποιείται ως το πιο σημαντικό ψηφίο του α-
θροίσματος κατά BCD.

Άσκηση 8



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
51

Άσκηση 8
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Με βάση τη διάταξη των στηλών των μερικών γινομένων, καθώς και τον α-
ριθμό των προσθετέων που προκύπτουν κατά την εκτέλεση της πράξης, προ-
κύπτει ότι για να υλοποιηθεί ο πολλαπλασιαστής τριψήφιων δυαδικών αριθ-
μών με αθροιστές διάδοσης κρατουμένου, απαιτούνται 2 αθροιστές διάδοσης
κρατουμένου για δυαδικούς αριθμούς με 3 ψηφία.

Απαιτούνται 9 πύλες AND 2 εισό-
δων για τα ισάριθμα μερικά γινόμε-
να.

Πρόσθεση των μερικών γινομένων
κάθε στήλης, αφού ληφθεί υπόψη
κάθε φορά το κρατούμενο που προ-
κύπτει από την πρόσθεση σε κάθε
στήλη.

Άσκηση 9
Σύνθεση πολλαπλασιαστή 3ψήφιων δυαδικών αριθμών με  

παράλληλους αθροιστές 3 ψηφίων και πύλες AND 2 εισόδων
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Διαδρομή μέγιστης καθυστέρησης
(1 AND + 2 FA + 3 FA)

Άσκηση 9
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Η σύγκριση 2 προσημασμένων αριθμών (σε μορφή συμπληρώματος ως προς
2), γίνεται με έλεγχο του αποτελέσματος της αφαίρεσής τους.

Το μηδενικό αποτέλεσμα της αφαίρεσης ανιχνεύεται μέσω μιας εξόδου z του
αφαιρέτη που λαμβάνει τιμή 1, όταν και οι 4 έξοδοι του είναι 0 (υλοποίηση
της z με μία πύλη NOR 4 εισόδων).

Το αρνητικό αποτέλεσμα της αφαίρεσης ανιχνεύεται μέσω μιας εξόδου n, η
οποία λαμβάνει τιμή 1, όταν o αριθμός που συνιστούν οι έξοδοι του αφαιρέτη
είναι αρνητικός (πιο σημαντικό ψηφίο διαφοράς = 1).

Η υπερχείλιση ανιχνεύεται όταν η έξοδος v = 1.

Υπερχείλιση κατά την αφαίρεση δύο προσημασμένων αριθμών (Χ  Y) συμ-
βαίνει όταν ο X είναι θετικός, ο Y είναι αρνητικός και το αποτέλεσμα είναι
αρνητικό, καθώς και όταν ο X είναι αρνητικός, ο Y είναι θετικός και το από-
τέλεσμα είναι θετικό.

Άσκηση 10

Σύνθεση συγκριτή 4ψήφιων προσημασμένων δυαδικών αριθμών
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Για να είναι ίσοι 2 προσημασμένοι αριθμοί Χ και Y, θα πρέπει το αποτέλεσμα
της αφαίρεσης Χ – Υ να είναι 0, δηλαδή θα πρέπει z = 1, συνεπώς η έξοδος Ε
(equal) ταυτίζεται με την έξοδο z.

Όταν οι 2 αριθμοί είναι ομόσημοι (δεν συμβαίνει υπερχείλιση κατά την αφαί-
ρεση Χ – Υ, δηλαδή v = 0) και το αποτέλεσμα της αφαίρεσης είναι αρνητικό
(δηλαδή n = 1), τότε X < Υ.

Η ανισότητα X < Υ ισχύει και όταν ο X είναι αρνητικός και ο Υ είναι θετικός.
Τότε το αποτέλεσμα της αφαίρεσης είναι αρνητικό (n = 1), εάν δε συμβεί υπερ-
χείλιση (v = 0), ή θετικό (n = 0), εάν συμβεί υπερχείλιση (v = 1).

Επομένως, η ανισότητα X < Υ ισχύει, όταν οι έξοδοι n και v λαμβάνουν δια-
φορετική λογική τιμή, δηλαδή η έξοδος L (less) παράγεται εάν τροφοδοτηθεί μια
πύλη XOR δύο εισόδων με τις εξόδους του κυκλώματος n και v.

Όταν Χ > Υ, μια πρόσθετη έξοδος G (great) πρέπει να λαμβάνει τιμή 1. Τότε
οι έξοδοι E και L λαμβάνουν τιμή 0, συνεπώς G = (E + L)′, με την έξοδο G να
υλοποιείται εύκολα με μία πύλη NOR 2 εισόδων.

Άσκηση 10
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Y

Άσκηση 10
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Άσκηση 11

Χρησιμοποιώντας ημιαθροιστές και πλήρεις αθροιστές σχεδιάζουμε
συνδυαστικό κύκλωμα που προσθέτει τα ψηφία ενός τετραψήφιου
δυαδικού αριθμού xyzw.

w z y x

c s c s

c s c s

S0S1S2

20 20 20 20

21 20 21 20

21 2022 21

Το άθροισμα των ψηφίων λαμβά-
νει τιμές στο διάστημα [0, 4], συ-
νεπώς αποτελείται από 3 ψηφία
(S2S1S0). Χωρίζουμε τον αριθμό
σε 2 ζεύγη ψηφίων που τα προ-
σθέτουμε με 2 HA. Έτσι παράγο-
νται 2 ψηφία αθροίσματος με βά-
ρος 20 και 2 ψηφία κρατουμένου
με βάρος 21. Τα ψηφία αθροίσμα-
τος προστίθενται με HA και τα
ψηφία του κρατουμένου με FA.
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Άσκηση 12

Χρησιμοποιώντας ημιαθροιστές και πλήρεις αθροιστές σχεδιάζουμε
συνδυαστικό κύκλωμα που προσθέτει τα ψηφία ενός εννιαψήφιου δυα-
δικού αριθμού x9x8x7x6x5x4x3x2x1.

Το άθροισμα των ψηφίων λαμβάνει τιμές στο διάστημα [0, 9], συνεπώς α-
ποτελείται από 4 ψηφία (S3S2S1S0). Χωρίζουμε τα ψηφία σε 3 τριάδες και
τις προσθέτουμε με 3 FA. Παράγονται 3 ψηφία αθροίσματος με βάρος 20

και 3 ψηφία κρατουμένου με βάρος 21. Τα ψηφία αθροίσματος προστίθε-
νται με 1 FA, η έξοδος αθροίσματος του οποίου δίνει το ψηφίο του αποτε-
λέσματος (S0), ενώ η έξοδος κρατουμένου 1 ακόμη ψηφίο με βάρος 21.
Χρησιμοποιούμε 1 FA για τα 3 ψηφία με βάρος 21, η έξοδος του οποίου
δίνει κρατούμενο με βάρος 22 και άθροισμα με βάρος 21. Για τα εναπομεί-
ναντα 2 ψηφία με βάρος 21, χρησιμοποιούμε 1 ΗΑ. Η έξοδος αθροίσμα-
τος δίνει το ψηφίο του αποτελέσματος S1, ενώ η έξοδος κρατουμένου
δίνει ψηφίο με βάρος 22. Ένας ακόμη ΗΑ προσθέτει τα 2 ψηφία βάρους 22

και οι έξοδοί του είναι τα ψηφία του αποτελέσματος S2 και S3.
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Άσκηση 12

S2 S1 S0S3
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 Κωδικοποιητές και αποκωδικοποιητές
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Απλός κωδικοποιητής



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
62

Κωδικοποιητής προτεραιότητας


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Άσκηση 13

Να τροποποιήσετε τον κωδικοποιητή προτεραιότητας της προηγού-
μενης σελίδας, έτσι ώστε η είσοδος με τη μεγαλύτερη προτεραιότη-
τα να είναι η x0 και να ακολουθούν σε σειρά προτεραιότητας οι εί-
σοδοι x1, x2 και x3. Για την υλοποίηση, να χρησιμοποιήσετε μόνο
λογικές πύλες NOR.
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Άσκηση 13
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Αποκωδικοποιητές
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Αποκωδικοποιητές με είσοδο ενεργοποίησης
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Σύνθεση πολύπλοκων αποκωδικοποιητών 

Σύνθεση αποκωδικοποιητή 3-
σε-8 με αποκωδικοποιητές 2-
σε-4:

Όταν α2 = 0, ενεργοποιείται ο 
1ος αποκωδικοποιητής 2-σε- 4 
και παράγει στις εξόδους b0
έως b3 τους ελαχιστόρους m0
έως m3, αντίστοιχα,

Όταν α2 = 1, ενεργοποιείται ο 
2ος αποκωδικοποιητής 2-σε-4 
και παράγει στις εξόδους b4
έως b7 τους ελαχιστόρους m4
έως m7, αντίστοιχα.

1

2
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Υλοποίηση συναρτήσεων με αποκωδικοποιητή

• Αφού ένας αποκωδικοποιητής Ν-σε-2Ν αποτελεί και γεννήτρια 
ελαχιστόρων, προκύπτει ότι συνδυάζοντάς τον με μία λογική 
πύλη OR, η οποία παράγει το λογικό άθροισμα κατάλληλων 
εξόδων του, μπορούμε να υλοποιήσουμε οποιαδήποτε λογική 
συνάρτηση μορφής αθροίσματος ελαχιστόρων.

• Για να γίνει αυτό θα πρέπει το πλήθος των εισόδων του 
αποκωδικοποιητή να ισούται με το πλήθος των μεταβλητών   
της συνάρτησης και το πλήθος των εισόδων της πύλης OR να 
ισούται με το πλήθος των ελαχιστόρων που συμμετέχουν στη 
συνάρτηση. 
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Άσκηση 14

Υλοποίηση των λογικών συναρτήσεων F και G με αποκωδικοποιητή
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Άσκηση 15
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 Πολυπλέκτες και αποπολυπλέκτες
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Πολυπλέκτες
• Οι πολυπλέκτες λαμβάνουν στην είσοδό τους 2Ν δυαδικά ψηφία και 

μεταφέρουν στην έξοδό τους την τιμή ενός από τα ψηφία εισόδου. 

• Για την επιλογή του ψηφίου εισόδου που θα μεταφερθεί στην έξοδο, οι 
πολυπλέκτες περιλαμβάνουν Ν πρόσθετες εισόδους, που αναφέρονται 
ως είσοδοι επιλογής.

x2

x3

x1

x0

Π
ολ

υπ
λέ

κτ
ης

4-
σε

-1
y

s1 s0



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
83

Σύνθεση πολυπλεκτών με απλούστερους πολυπλέκτες

• Μπορούμε να συνθέσουμε πολυπλέκτες πολλών εισόδων με 
μικρότερους πολυπλέκτες.

• Για παράδειγμα, μπορούμε να υλοποιήσουμε έναν πολυπλέκτη 4-σε-1         
με πολυπλέκτες 2-σε-1, αρκεί να μετασχηματίσουμε κατάλληλα τη 
λογική έκφραση της εξόδου ενός πολυπλέκτη 4-σε-1:

y = sʹ1sʹ0x0 + sʹ1s0x1 + s1sʹ0x2 + s1s0x3 = sʹ1(sʹ0x0 + s0x1) + s1(sʹ0x2 + s0x3) 
= sʹ1z + s1w, όπου: z = sʹ0x0 + s0x1 και w = sʹ0x2 + s0x3

• Παρατηρούμε ότι z είναι η έξοδος ενός πολυπλέκτη 2-σε-1 με εισόδους 
δεδομένων x0 και x1 και είσοδο επιλογής s0. 

• Ομοίως, w είναι η έξοδος ενός πολυπλέκτη 2-σε-1 με εισόδους 
δεδομένων x2 και x3 και είσοδο επιλογής s0.

• Τέλος, y είναι η έξοδος ενός πολυπλέκτη 2-σε-1 με εισόδους δεδομένων 
z και w (που είναι έξοδοι των 2 προηγούμενων) και είσοδο επιλογής s1. 
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Σύνθεση πολυπλεκτών με απλούστερους πολυπλέκτες
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Άσκηση 17
Σύνθεση πολυπλέκτη 8-σε-1 με πολυπλέκτες 4-σε-1 και 2-σε-1 
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Άσκηση 17
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Υλοποίηση συναρτήσεων με πολυπλέκτη

Μπορούμε να παράγουμε στην έξοδο ενός 
πολυπλέκτη το άθροισμα ελαχιστόρων μιας λογικής 

συνάρτησης Ν μεταβλητών, με έναν πολυπλέκτη           
2Ν – 1-σε-1, τροφοδοτώντας τις (Ν  1) εισόδους 

επιλογής με ισάριθμες μεταβλητές της συνάρτησης 
και χρησιμοποιώντας τη μεταβλητή που απομένει για 

την τροφοδότηση εισόδου ή εισόδων δεδομένων.
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Άσκηση 18

Υλοποίηση της συνάρτησης F(x,y,z) = xʹyʹ + xzʹ + yz με τον 
απλούστερο δυνατό πολυπλέκτη και μία λογική πύλη.
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Θεώρημα ανάπτυξης συναρτήσεων (Shannon)

• Κάθε λογική συνάρτηση μπορεί να αναπτυχθεί ως προς μία από τις 
μεταβλητές που συμμετέχουν σε αυτήν, ως εξής:

• Oι συναρτήσεις F(1, y,…, w) και F(0, y,…, w) προκύπτουν από τη 
συνάρτηση F(x, y…, w) για x = 1 και x = 0, αντίστοιχα.

• Ανάπτυξη λογικής συνάρτησης 3 μεταβλητών:
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Υλοποίηση συναρτήσεων με πολυπλέκτες 2-σε-1
• Από την ανάπτυξη μιας λογικής συνάρτησης σύμφωνα με το θεώρημα 

Shannon, προκύπτει μια μορφή της συνάρτησης που είναι άμεσα 
υλοποιήσιμη με πολυπλέκτες 2-σε-1:

F(x, y, z) = x[yF(1, 1, z) + yʹF(1, 0, z)] + xʹ[yF(0, 1, z) + yʹF(0, 0, z)]

• Οι συναρτήσεις στις αγκύλες υλοποιούνται με έναν πολυπλέκτη 2-σε-1        
η καθεμία. 

• Η είσοδος επιλογής των δύο πολυπλεκτών τροφοδοτείται με τη 
μεταβλητή y.

• Οι είσοδοι δεδομένων τους τροφοδοτούνται με τις συναρτήσεις          
F(1, 1, z), F(1, 0, z), F(0, 1, z), F(0, 0, z), οι οποίες ισούνται με 0 ή           
1 ή z ή zʹ.

• Οι έξοδοι των δύο πολυπλεκτών τροφοδοτούνται στις εισόδους 
δεδομένων ενός τρίτου πολυπλέκτη 2-σε-1 με είσοδο επιλογής τη 
μεταβλητή x.  



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
91

• Με τη προαναφερόμενη μεθοδολογία, μπορεί να υλοποιηθεί 
οποιαδήποτε συνάρτηση Ν μεταβλητών, χρησιμοποιώντας Ν – 1 
επίπεδα πολυπλεκτών 2-σε-1. 

• Στο πρώτο επίπεδο συμμετέχουν έως 2Ν  2 πολυπλέκτες 2-σε-1, με 
το πλήθος τους να υποδιπλασιάζεται σε κάθε επόμενο επίπεδο, έως 
το τελευταίο επίπεδο, το οποίο περιλαμβάνει έναν πολυπλέκτη 2-
σε-1. 

• Στην περίπτωση που από το ανάπτυγμα μιας συνάρτησης προκύπτει 
ότι οι είσοδοι δεδομένων ενός πολυπλέκτη 2-σε-1 τροφοδοτούνται 
με την ίδια λογική τιμή, μεταβλητή ή συμπληρωματική μορφή 
μεταβλητής, ο αντίστοιχος πολυπλέκτης του 1ου επιπέδου 
απαλείφεται, οδηγώντας σε πιο απλό κύκλωμα.

Υλοποίηση συναρτήσεων με πολυπλέκτες 2-σε-1
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Υλοποίηση της λογικής συνάρτησης αποκλειστικού-OR (XOR) 
3 μεταβλητών με πολυπλέκτες 2-σε-1 και αντιστροφείς.

F(x, y, z) = x[yF(1, 1, z) + yʹF(1, 0, z)] + xʹ[yF(0, 1, z) + yʹF(0, 0, z)]

F(x, y, z) = x(yz + yʹzʹ) + xʹ(yzʹ + yʹz)

F(x, y, z) = x  y  z: περιττή συνάρτηση (λαμβάνει τιμή 1 όταν το πλήθος 
των μεταβλητών της με τιμή 1 είναι περιττό, διαφορετικά ισούται με 0). 

 F(0, 0, z) = z

 F(0, 1, z) = zʹ

 F(1, 0, z) = zʹ

 F(1, 1, z) = z
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Άσκηση 19



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
93

Στην προηγούμενη υλοποίηση παρατηρούμε ότι όταν η έξοδος του
πολυπλέκτη Α λαμβάνει τιμή z, η έξοδος του πολυπλέκτη Β λαμβά-
νει τιμή zʹ και αντιστρόφως.

Επομένως, ο ένας από αυτούς τους δύο πολυπλέκτες μπορεί να απα-
λειφθεί και αντ’ αυτού στην είσοδο του πολυπλέκτη Γ μπορεί να
χρησιμοποιηθεί ένας αντιστροφέας.

Άσκηση 19
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Άσκηση 20
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Άσκηση 21

Σχεδιασμός κυκλώματος υλοποίησης της λογικής συνάρτησης 

F = Σ (7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15), 

το οποίο περιλαμβάνει έναν πολυπλέκτη 2-σε-1 και λογικές πύλες    
AND και OR δύο εισόδων.
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Άσκηση 21

Από τον πίνακα αλήθειας προκύπτει ότι:
όταν Α = 0 τότε F = BCD, ενώ
όταν Α = 1 τότε F = B + C + D.
Επομένως, τροφοδοτώντας την είσοδο 
επιλογής ενός πολυπλέκτη 2-σε-1 με τη 
μεταβλητή Α, υλοποιούμε το ζητούμενο 
κύκλωμα, χρησιμοποιώντας πύλες AND
και OR δύο εισόδων:
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Πολυπλέκτες επιλογής πολλαπλών εισόδων
• Σε αρκετές εφαρμογές, απαιτείται επιλογή ομάδας δεδομένων. 
• Αυτό γίνεται με πολυπλέκτες επιλογής πολλαπλών εισόδων που 

συνδυάζουν απλούς πολυπλέκτες (τόσους όσες και οι εισοδοι κάθε 
ομάδας) με κοινές εισόδους επιλογής και πλήθος εισόδων δεδομένων 
όμοιο με το πλήθος των ομάδων δεδομένων.

Τετραπλός 
πολυπλέκτης 

2-σε-1
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Άσκηση 22
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Άσκηση 22
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Άσκηση 22
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Άσκηση 22
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Άσκηση 22
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Άσκηση 22
Οκταπλός πολυπλέκτης 4-σε-1
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Επιθυμούμε να δρομολογούμε επιλεκτικά με κατάλληλο πολυπλέκτη 50
σήματα (Χ0 έως Χ49) σε 200 επιλεγόμενες εξόδους (Υ0 έως Υ199) ενός
κατάλληλου αποπολυπλέκτη.

α)Προσδιορίζουμε το απαραίτητο πλήθος Ν των γραμμών (εισόδων) ε-
πιλογής Si (i = 0 έως N – 1) του πολυπλέκτη και το απαραίτητο πλή-
θος M των γραμμών (εισόδων) επιλογής Ej (j = 0 έως M – 1) του α-
ποπολυπλέκτη και σχεδιάζουμε το συνοπτικό διάγραμμα διασύνδεσης
του πολυπλέκτη με τον αποπολυπλέκτη.

β)Προσδιορίζουμε τους κατάλληλους συνδυασμούς τιμών των εισόδων
επιλογής SΝ-1SΝ-2 …S0 του πολυπλέκτη και των εισόδων επιλογής EΜ-1
EΜ-2…E0 του αποπολυπλέκτη, για την περίπτωση που επιθυμούμε να
δρομολογήσουμε το σήμα εισόδου Χ34 του πολυπλέκτη στην έξοδο
Υ175 του αποπολυπλέκτη.

Άσκηση 23
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Άσκηση 23

α) Ένας πολυπλέκτης που διαθέτει N γραμμές (μεταβλητές) επιλογής
μπορεί να ελέγξει τη δρομολόγηση στη μοναδική έξοδό του μέχρι 2N

σημάτων εισόδου. Επομένως, για την δρομολόγηση 50 σημάτων ει-
σόδου απαιτούνται 6 γραμμές (είσοδοι) επιλογής, αφού 25 = 32 < 50
< 26 = 64, δηλαδή Ν = 6. Από τις 64 συνολικά εισόδους θα χρησιμο-
ποιούνται μόνο οι 50 πρώτες. Με την ίδια λογική προκύπτει ότι για
τον αποπολυπλέκτη απαιτούνται Μ = 8 είσοδοι επιλογής (αφού 27 =
128 < 200 < 28 = 256).
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Άσκηση 23

β) Οι κατάλληλοι συνδυασμοί τιμών των μεταβλητών επιλογής S5,
S4, S3, S2, S1, S0 του πολυπλέκτη και E7, E6, E5, E4, E3, E2, E1, E0 του
αποπολυπλέκτη, προκειμένου να πραγματοποιηθεί η επιθυμητή
δρομολόγηση, προκύπτουν από την μετατροπή των δεικτών α-
ναφοράς του σήματος εισόδου Χ34 του πολυπλέκτη και της εξόδου
Υ175 του αποπολυπλέκτη, από το δεκαδικό στο δυαδικό αριθμητι-
κό σύστημα:

S5 S4 S3 S2 S1 S0 = 100010 = 3410        

E7 E6 E5 E4 E3 E2 E1 E0 = 10101111 = 17510
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Τέλος 5ης ενότητας ασκήσεων


