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Πραγματικό
Τα πραγματικό πηνίο έχει εκτός από την αυτεπαγωγή και μια μικρή ωμική αντίσταση
𝑅𝐿 σε σειρά. Ο πραγματικός πυκνωτής εκτός από την χωρητικότητα έχει και μια
μεγάλη ωμική αντίσταση 𝑅𝐶 παράλληλα. Εφόσον 𝑅𝐶 ≫ 𝑅 μπορούμε να πούμε ότι
𝑅𝐶 ∥ 𝑅 ≈ 𝑅.

Η μόνη διαφορά από το παράλληλο RLC είναι η εν σειρά 𝑅𝐿. Η διαδικασία που
ακολουθούμε είναι ίδια. Η σύνθετη αγωγιμότητα είναι

𝑌 = 𝐺 + 𝑗𝜔𝐶 + 1
𝑅𝐿 + 𝑗𝜔𝐿 = 𝐺 + 𝑗𝜔𝐶 + 𝑅𝐿 − 𝑗𝜔𝐿

𝑅2
𝐿 + (𝜔𝐿)2 =

= 𝐺 + 𝑅𝐿
𝑅2

𝐿 + (𝜔𝐿)2 + 𝑗 [𝜔𝐶 − 𝜔𝐿
𝑅2

𝐿 + (𝜔𝐿)2 ]

Στον συντονισμό

𝜔0𝐶 = 𝜔0𝐿
𝑅2

𝐿 + (𝜔0𝐿)2 ⇒ 𝜔2
0 = 1

𝐿𝐶 − (𝑅𝐿
𝐿 )

2
= 1

𝐿𝐶 [1 − 𝑅2
𝐿𝐶
𝐿 ] ⇒

𝜔0 = 1√
𝐿𝐶

√1 − 𝑅2
𝐿𝐶
𝐿

Βλέπουμε ότι συντονισμός επιτυγχάνεται σε χαμηλότερη συχνότητα από ότι στην
ιδανική περίπτωση.
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Πραγματικό (2)
Η σύνθετη αγωγιμότητα είναι τότε

𝑌0 = 𝐺 + 𝑅𝐿𝐶
𝐿 = 𝐺′

Επίσης, εάν (𝜔𝐿)2 ≫ 𝑅2
𝐿, για την ωφέλιμη περιοχή συχνοτήτων, έχουμε

𝜔0𝐶 = 𝜔0𝐿
𝑅2

𝐿 + (𝜔0𝐿)2 ⇒ 𝜔0𝐶 = 𝜔0𝐿
(𝜔0𝐿)2 ⇒ 𝜔0𝐶 = 1

𝜔0𝐿 ⇒

𝜔0 = 1√
𝐿𝐶

𝑌 = 𝐺′ + 𝑗 [𝜔𝐶 − 1
𝜔𝐿]

οπότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε (με αρκετά καλή ακρίβεια) τις σχέσεις που
ισχύουν για το ιδανικό παράλληλο κύκλωμα. Για τον συντελεστή ποιότητας π.χ. έχουμε

𝑄 = 𝜔0𝐶
𝐺′ =

√𝐶
𝐿

𝐺 + 𝑅𝐿𝐶
𝐿
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Αριθμοί

Για το ιδανικό RLC με 𝑅𝐿 = 100 Ω

𝑓0 = 1948.2 Hz
𝑄 = 6.175
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και SPICE για πραγματικό
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και SPICE για πραγματικό (2)
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Με αριθμούς

𝑓0 = 1975.7 Hz
𝑓1 = 1820.6 Hz
𝑓2 = 2139.2 Hz
Δ𝑓 = 318.6 Hz
𝑄 = 6.2
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Άσκηση 1

Σε εν σειρά κύκλωμα συντονισμού έχουμε 𝑅 = 10 Ω. Να βρεθούν οι τιμές 𝐿 και 𝐶 έτσι
ώστε το κύκλωμα να έχει συχνότητα συντονισμού 100 kHz και εύρος ωφέλιμης ζώνης
1 kHz. Να βρεθούν κατόπιν τα άκρα της ωφέλιμης ζώνης και ο συντελεστής ποιότητας
του κυκλώματος.

𝑓0 = 1
2𝜋

√
𝐿𝐶

⇒ 𝐿𝐶 = 1
(2𝜋𝑓0)2 = 2.5330 × 10−12

Δ𝑓 = 𝑅
2𝜋𝐿 ⇒ 𝐿 = 𝑅

2𝜋Δ𝑓 = 1.5915 × 10−3 H και

𝐶 = 𝐿𝐶
𝐿 = 1.5915 × 10−9 F

𝑄𝑠 = 𝑓0
Δ𝑓 = 100
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Άσκηση 1 (2)

𝑓1𝑓2 = 𝑓2
0 και 𝑓2 − 𝑓1 = Δ𝑓

𝑓2 = 𝑓2
0

𝑓1
και

𝑓2
0

𝑓1
− 𝑓1 = Δ𝑓 ⇒ 𝑓2

1 + Δ𝑓 ⋅ 𝑓1 − 𝑓2
0 = 0 ⇒

𝑓1 = 99501.25 Hz και 𝑓2 = 𝑓2
0

𝑓1
= 100501.25 Hz

Με καλή προσέγγιση υπολογίζεται επίσης με

𝑓1 = 𝑓0 − Δ𝑓
2 = 99500 Hz και 𝑓2 = 𝑓0 + Δ𝑓

2 = 100500 Hz
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Άσκηση 2

Στο παρακάτω κύκλωμα υπολογίστε τη συχνότητα 𝜔 για την οποία 𝑣(𝑡) και 𝑖(𝑡) είναι εν
φάση.

+

-

i(t)

v(t)

1 H 1 F

1 H1 Ω
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Άσκηση 2 (2)

ℑ𝑚{(𝑗𝜔 + 1
𝑗𝜔) + (1 ∥ 𝑗𝜔)} = 0 ⇒

ℑ𝑚{𝑗𝜔 − 𝑗
𝜔 + 𝑗𝜔

1 + 𝑗𝜔 ⋅ 1 − 𝑗𝜔
1 − 𝑗𝜔} = 0 ⇒

𝜔 − 1
𝜔 + 𝜔

1 + 𝜔2 = 0 ⇒

𝜔2(1 + 𝜔2) − (1 + 𝜔2) + 𝜔2

𝜔(1 + 𝜔2) = 0 ⇒ 𝜔4 + 𝜔2 − 1 = 0 ⇒

𝜔2 = −1 +
√

5
2 = 0.61803 ⇒

𝜔 = 0.78615 rad/s ή 𝑓 = 𝜔
2𝜋 = 0.12512 Hz

όπου κρατήσαμε μόνο τις θετικές τιμές των συχνοτήτων που έχουν φυσικό νόημα.
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Άσκηση 3

Στο παρακάτω κύκλωμα έχουμε 𝑖(𝑡) = 10 sin 𝑡. Υπολογίστε την χωρητικότητα 𝐶 έτσι
ώστε 𝑣(𝑡) = 𝑉0 sin 𝑡. Ποιά είναι η τιμή 𝑉0;

i(t) 1 F

1 Ω

C2

3 H

+

-

v(t)
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Άσκηση 3 (2)

Μετατρέποντας σε φάσορες και σύνθετες αντιστάσεις έχουμε το παρακάτω κύκλωμα

+

-

1 Ω

VI j 2/3 Ω ..

K

-j Ω -j/C Ω
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Άσκηση 3 (3)

Με κομβική ανάλυση στον κόμβο Κ έχουμε:

− ̇𝐼 +
̇𝑉

𝑗(2/3) +
̇𝑉

(−𝑗) +
̇𝑉

1 − 𝑗/𝐶 = 0 ⇒

̇𝑉 =
̇𝐼

[−𝑗3
2 + 𝑗 + 𝐶2 + 𝑗𝐶

1 + 𝐶2 ]
=

=
̇𝐼

[ 𝐶2

1 + 𝐶2 − 𝑗1
2 + 𝑗𝐶

1 + 𝐶2 ]
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Άσκηση 3 (4)

Και επειδή ̇𝑉 = (𝑉0/
√

2) /0∘ και ̇𝐼 = (10/
√

2) /0∘ έχουμε

𝑉0 = 10

[ 𝐶2

1 + 𝐶2 − 𝑗1
2 + 𝑗𝐶

1 + 𝐶2 ]

όπου 𝑉0 πραγματικός αριθμός. Επομένως το φανταστικό μέρος στον παρονομαστή
είναι μηδέν.

𝐶
1 + 𝐶2 = 1

2 ⇒ 𝐶2 − 2𝐶 + 1 = 0 ⇒ 𝐶 = 1 F και 𝑉0 = 20 V

Α. Δροσόπουλος Ηλεκτρικά Κυκλώματα Ι 07-12-2022 17 / 53



Άσκηση 4
Να βρεθούν:

1 Συχνότητα συντονισμού σε rad/s και Hz.
2 Ολική μιγαδική αντίσταση που βλέπει η πηγή στο συντονισμό.
3 Το ρεύμα βρόγχου στο συντονισμό.
4 Τάσεις ̇𝑉𝐿 και ̇𝑉𝐶 στο συντονισμό.
5 Άεργος ισχύς 𝑄𝐶 και 𝑄𝐿 στο συντονισμό.
6 Συντελεστής ποιότητας 𝑄𝑠.
7 Η μέγιστη ισχύς που καταναλώνεται στο κύκλωμα.
8 Το εύρος ζώνης Δ𝜔 και τις συχνότητες 𝜔1, 𝜔2.
9 Το ρεύμα βρόγχου και την ισχύ που καταναλώνεται στο κύκλωμα για τη συχνότητα 𝜔1.

+

-

10 0
o
 V

8 Ω

10 mH

1 µF

2 Ω
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Άσκηση 4 (2)

𝜔0 = 1√
𝐿𝐶

= 10000 rad/s 𝑓0 = 1591.5 Hz

𝑍 = 10 Ω
̇𝐼 =

̇𝑉
𝑍 = 10

10 = 1 /0∘ A

̇𝑉𝐿 = ̇𝐼𝑗𝜔0𝐿 = 𝑗100 V ̇𝑉𝐶 =
̇𝐼

𝑗𝜔0𝐶 = −𝑗100 V

𝑄𝐶 = 𝐼2

𝜔𝐶 = 100 VAR 𝑄𝐿 = 𝐼2𝜔𝐿 = 100 VAR

𝑄𝑠 = 𝑄𝐿
𝑃 = 100

𝐼2𝑅 = 100
10 = 10

𝑃max = | ̇𝑉 |2
𝑅 = 100

10 = 10 W
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Άσκηση 4 (3)

Δ𝜔 = 𝜔0
𝑄𝑠

= 10000
10 = 1000 rad/s

κατά προσέγγιση

𝜔1 = 𝜔0 − Δ𝜔
2 = 9500 rad/s 𝜔2 = 𝜔0 + Δ𝜔

2 = 10500 rad/s

με ακρίβεια
𝜔1𝜔2 = 𝜔2

0 𝜔2 − 𝜔1 = Δ𝜔

𝜔2 = 𝜔2
0

𝜔1

𝜔2
0

𝜔1
− 𝜔1 = Δ𝜔 ⇒

𝜔2
1 + Δ𝜔 ⋅ 𝜔1 − 𝜔2

0 = 0 ⇒
𝜔1 = 9512.49 rad/s 𝜔2 = 10512.49 rad/s

̇𝐼 =
̇𝑉

10 + 𝑗𝜔1𝐿 − 𝑗/(𝜔1𝐶) = 0.707 /45∘ A

𝑃 = | ̇𝐼|2𝑅 = 0.7072 ⋅ 10 = 5 W
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Άσκηση 1
Να βρεθούν:

1 Οι τιμές 𝑅 και 𝐶 έτσι ώστε η συχνότητα συντονισμού να είναι 200 kHz και το εύρος ζώνης
16 kHz.

2 Η μέγιστη ισχύς που καταναλώνεται στο κύκλωμα.
3 Η τάση 𝑣𝐴𝐵(𝑡) στο συντονισμό.

+

- 220 µH

5 Ω

30sin(ωt) V

R

C

A

B
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Άσκηση 1 (2)

𝑄𝑠 = 𝑓0
Δ𝑓 = 200

16 = 12.5

𝑋𝐿 = 2𝜋𝑓0𝐿 = 276.46 Ω ⇒ 𝑅 + 5 = 𝑋𝐿
𝑄𝑠

= 22.117 ⇒ 𝑅 = 17.117 Ω

𝑋𝐶 = 𝑋𝐿 ⇒ 𝐶 = 1
2𝜋𝑓0𝑋𝐶

= 2.88 nF

𝑃 = (30/
√

2)2

22.117 = 20.347 W

̇𝑉𝑖 = 30√
2

/0∘ ̇𝑉𝐴𝐵 = 5 + 𝑗𝑋𝐿
𝑅 + 5 + 𝑗𝑋𝐿 − 𝑗𝑋𝐶

̇𝑉𝑖 = 265.21 /88.96∘ V

𝑣𝐴𝐵(𝑡) = 375.06 sin(𝜔𝑡 + 88.96∘) V
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Άσκηση 2 (για σας)

1 Προσδιορίστε τη συχνότητα συντονισμού σε rad/s και Hz.
2 Υπολογίστε το 𝑄 του κυκλώματος στο συντονισμό.
3 Την τάση ̇𝑉 παράλληλα στους κόμβους στο συντονισμό.
4 Το ρεύμα και την ισχύ σε όλα τα στοιχεία στο συντονισμό.
5 Το εύρος ζώνης και τις συχνότητες 𝜔1, 𝜔2.
6 Σκιτσάρετε την απόκριση τάσης στο κύκλωμα.

3.6  0
o
 A 500 Ω 0.4 µF 16 mH
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Μετασχηματισμοί RL

Τα παρακάτω δίπολα είναι ισοδύναμα για μια συγκεκριμένη συχνότητα αν έχουν ίδια
σύνθετη αντίσταση (ή αγωγιμότητα).

Rs

Ls

RP Lp
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Μετασχηματισμοί 𝑅𝑠𝐿𝑠 → 𝑅𝑝𝐿𝑝

𝑌𝑠 = 1
𝑅𝑠 + 𝑗𝜔𝐿𝑠

και 𝑌𝑝 = 1
𝑅𝑝

+ 1
𝑗𝜔𝐿𝑝

𝑌𝑠 = 𝑌𝑝 ⇒ 𝑅𝑠 − 𝑗𝜔𝐿𝑠
𝑅2𝑠 + (𝜔𝐿𝑠)2 = 1

𝑅𝑝
− 𝑗

𝜔𝐿𝑝
⇒

𝑅𝑠
𝑅2𝑠 + (𝜔𝐿𝑠)2 = 1

𝑅𝑝
⇒ 𝑅𝑝 = 𝑅2

𝑠 + (𝜔𝐿𝑠)2

𝑅𝑠
= 𝑅𝑠 [1 + (𝜔𝐿𝑠

𝑅𝑠
)

2
]

𝜔𝐿𝑠
𝑅2𝑠 + (𝜔𝐿𝑠)2 = 1

𝜔𝐿𝑝
⇒ 𝐿𝑝 = 𝑅2

𝑠 + (𝜔𝐿𝑠)2

𝜔2𝐿𝑠
= 𝐿𝑠 [1 + ( 𝑅𝑠

𝜔𝐿𝑠
)

2
]

𝑅𝑝 = 𝑅𝑠(1 + 𝑄2
𝑠) και 𝐿𝑝 = 𝐿𝑠 (1 + 1

𝑄2𝑠
)
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Μετασχηματισμοί 𝑅𝑝𝐿𝑝 → 𝑅𝑠𝐿𝑠

𝑅𝑠 + 𝑗𝜔𝐿𝑠 = 𝑅𝑝𝑗𝜔𝐿𝑝
𝑅𝑝 + 𝑗𝜔𝐿𝑝

= (𝑅𝑝𝑗𝜔𝐿𝑝)(𝑅𝑝 − 𝑗𝜔𝐿𝑝)
𝑅2𝑝 + 𝜔2𝐿2𝑝

=

= 𝑅𝑝𝜔2𝐿2
𝑝

𝑅2𝑝 + 𝜔2𝐿2𝑝
+ 𝑗 𝜔𝑅2

𝑝𝐿𝑝
𝑅2𝑝 + 𝜔2𝐿2𝑝

⇒

𝑅𝑠 = 𝑅𝑝 ( 1
1 + 𝑅2𝑝/(𝜔2𝐿2𝑝)) = 𝑅𝑝

1 + 𝑄2𝑝

𝐿𝑠 = 𝐿𝑝
𝑅2

𝑝
𝑅2𝑝 + 𝜔2𝐿2𝑝

= 𝐿𝑝
1 + 1/𝑄2𝑝
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Μετασχηματισμοί RC

Τα παρακάτω δίπολα είναι ισοδύναμα για μια συγκεκριμένη συχνότητα αν έχουν ίδια
σύνθετη αντίσταση (ή αγωγιμότητα).

Rs

RP

Cs

Cp
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Μετασχηματισμοί 𝑅𝑝𝐶𝑝 → 𝑅𝑠𝐶𝑠

𝑅𝑠 − 𝑗
𝜔𝐶𝑠

=
𝑅𝑝

1
𝑗𝜔𝐶𝑝

𝑅𝑝 + 1
𝑗𝜔𝐶𝑝

= 𝑅𝑝
1 + 𝑗𝜔𝑅𝑝𝐶𝑝

= 𝑅𝑝(1 − 𝑗𝜔𝑅𝑝𝐶𝑝)
1 + (𝜔𝑅𝑝𝐶𝑝)2 ⇒

𝑅𝑠 = 𝑅𝑝
1 + (𝜔𝑅𝑝𝐶𝑝)2 = 𝑅𝑝

1 + 𝑄2𝑝
και

𝐶𝑠 = 𝐶𝑝 [1 + 1
(𝜔𝑅𝑝𝐶𝑝)2 ] = 𝐶𝑝 (1 + 1

𝑄2𝑝
)
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Μετασχηματισμοί 𝑅𝑠𝐶𝑠 → 𝑅𝑝𝐶𝑝

1
𝑅𝑝

+ 𝑗𝜔𝐶𝑝 =
1

𝑅𝑠
𝑗𝜔𝐶𝑠

1
𝑅𝑠

+ 𝑗𝜔𝐶𝑠

= 𝑗𝜔𝐶𝑠
1 + 𝑗𝜔𝑅𝑠𝐶𝑠

= 𝑗𝜔𝐶𝑠 + 𝜔2𝑅𝑠𝐶2
𝑠

1 + (𝜔𝑅𝑠𝐶𝑠)2 =

= 1
𝑅𝑠

𝑗𝜔𝑅𝑠𝐶𝑠 + (𝜔𝑅𝑠𝐶𝑠)2

1 + (𝜔𝑅𝑠𝐶𝑠)2 ⇒

𝑅𝑝 = 𝑅𝑠 [1 + 1
(𝜔𝑅𝑠𝐶𝑠)2 ] = 𝑅𝑠(1 + 𝑄2

𝑠)

και
𝐶𝑝 = 𝐶𝑠

1 + (𝜔𝑅𝑠𝐶𝑠)2 = 𝐶𝑠
1 + (1/𝑄𝑠)2
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Άσκηση 3
Για τον εν σειρά συνδυασμό 𝑅𝑠 = 10 Ω, 𝐿𝑠 = 20 mH βρείτε το 𝑄 για
𝜔 = 1000 rad/s και μετασχηματείστε το δικτύωμα στο ισοδύναμο
παράλληλο. Επαναλάβετε για 𝜔 = 10 krad/s.

Ls

Lp

Rs

Rp

A A

B B

ZAB

YAB
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Άσκηση 3 (2)

για 𝜔 = 1000 rad/s
𝑄𝑠 = 𝜔𝐿𝑠

𝑅𝑠
= 2

𝑅𝑝 = 𝑅𝑠(1 + 𝑄2
𝑠) = 50 Ω

𝐿𝑝 = 𝐿𝑠 (1 + 1
𝑄2𝑠

) = 25 mH

για 𝜔 = 10 krad/s
𝑄𝑠 = 𝜔𝐿𝑠

𝑅𝑠
= 20

𝑅𝑝 = 𝑅𝑠(1 + 𝑄2
𝑠) = 4010 Ω

𝐿𝑝 = 𝐿𝑠 (1 + 1
𝑄2𝑠

) = 20.05 mH
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Άσκηση 4 (για σας)

Υπολογείστε το 𝑄 κάθε δικτυώματος και προσδιορείστε το αντίστοιχο
ισοδύναμο εν σειρά.

10 kΩ 100 mH

ω=2500 rad/s

2700 Ω 450 mH

ω=2000 rad/s
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Άσκηση 5
Στο παραπάνω κύκλωμα να βρεθούν:

1 Η συχνότητα συντονισμού 𝜔0 και 𝑓0.
2 Ο συντελεστής ποιότητας 𝑄 στο συντονισμό.
3 Η τάση ̇𝑉𝐴𝐵 στο συντονισμό.
4 Τα ρεύματα ̇𝐼𝑅, ̇𝐼𝐶, ̇𝐼𝐿 στο συντονισμό.
5 Το εύρος ζώνης Δ𝜔 και Δ𝑓 καθώς και τα άκρα της 𝜔1, 𝜔2.
6 Σκίτσο της απόκρισης τάσης.

3.6 0
o
 mA 500 Ω 0.4 µF 16 mH

A

B

IR IC IL
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Άσκηση 5 (2)

𝜔0 = 1√
𝐿𝐶

= 12.5 krad/s 𝑓0 = 𝜔0
2𝜋 = 1989.4 Hz

𝑄 = 𝑄𝑝 = 𝑅
𝜔0𝐿 = 2.5

̇𝑉𝐴𝐵 = ̇𝐼 ⋅ 𝑅 = (3.6 /0∘) ⋅ 500 = 1.8 /0∘ V

̇𝐼𝑅 =
̇𝑉

𝑅 = 3.6 /0∘ mA

̇𝐼𝐿 =
̇𝑉

𝑗𝜔0𝐿 = 9 /−90∘ mA

̇𝐼𝐶 = ̇𝑉 ⋅ (𝑗𝜔0𝐶) = 9 /90∘ mA
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Άσκηση 5 (3)

Δ𝜔 = 𝐺
𝐶 = 5 krad/s Δ𝑓 = Δ𝜔/(2𝜋) = 795.8 Hz

Προσεγγιστικά

𝜔2 = 𝜔0 + Δ𝜔
2 = 15 krad/s 𝜔1 = 𝜔0 − Δ𝜔

2 = 10 krad/s

Με ακρίβεια
𝜔1𝜔2 = 𝜔2

0 Δ𝜔 = 𝜔2 − 𝜔1

𝜔1 = 𝜔2
0

𝜔2
⇒ 𝜔2

2 − Δ𝜔 ⋅ 𝜔2 − 𝜔2
0 = 0 ⇒

𝜔2 = 15247.5 rad/s 𝜔1 = 10247.5 rad/s
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Άσκηση 5 (4)

ω
0

ω
1

ω
2

1.8

1.27

[V]

[rad/s]
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Άσκηση 5 (5)

Και με spice
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Άσκηση 6
Δοθείσας της καμπύλης τάσης για παράλληλο συντονισμό και της τιμής 𝑅 = 500 Ω εκτιμήστε
συχνότητα συντονισμού, 𝑄 και 𝐿, 𝐶.

𝑓0 = 1.99 kHz 𝑓1 = 1.63 kHz 𝑓2 = 2.43 kHz Δ𝑓 = 800 Hz

𝑄 = 𝑓0
Δ𝑓 = 2.4875 𝐿 = 𝑅

2𝜋𝑓0𝑄 = 16.1 mH 𝐶 = 1
(2𝜋𝑓0)2𝐿 = 0.398 𝜇F
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Αλλαγή κλίμακας μέτρου

𝑅′ ← 𝐾𝑀𝑅 𝐿′ ← 𝐾𝑀𝐿 𝐶′ ← 𝐶
𝐾𝑀

οπότε η συχνότητα συντονισμού και οι συντελεστές ποιότητας
παραμένουν ίδιοι

𝜔′
0 = 1√

𝐿′𝐶′ = 1
√𝐾𝑀𝐿𝐶/𝐾𝑀

= 𝜔0

𝑄′
𝑠 = 𝜔′

0𝐿′

𝑅′ = 𝜔0𝐾𝑀𝐿
𝐾𝑀𝑅 = 𝑄𝑠 και 𝑄′

𝑝 = 𝑅′

𝜔′
0𝐿′ = 𝐾𝑀𝑅

𝜔0𝐾𝑀𝐿 = 𝑄𝑝
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Αλλαγή κλίμακας συχνότητας

Όπου 𝜔′ = 𝐾𝐹 𝜔. Οι ωμικές αντιστάσεις είναι ανεξάρτητες της συχνότητας επομένως
δεν αλλάζουν. Για τις επαγωγές έχουμε:

𝜔′𝐿′ = 𝜔𝐿 ⇒ 𝐾𝐹 𝜔𝐿′ = 𝜔𝐿 ⇒ 𝐿′ = 𝐿
𝐾𝐹

Τα ίδια ισχύουν και για τις χωρητικότητες, οπότε

𝑅′ ← 𝑅 𝐿′ ← 𝐿
𝐾𝐹

𝐶′ ← 𝐶
𝐾𝐹

Η συχνότητα συντονισμού γίνεται τώρα:

𝜔′
0 = 1√

𝐿′𝐶′ = 1
√(𝐿/𝐾𝐹 )(𝐶/𝐾𝐹 )

= 𝐾𝐹 𝜔0

ενώ οι συντελεστές ποιότητας δεν αλλάζουν

𝑄′
𝑠 = 𝜔′

0𝐿′

𝑅′ = 𝐾𝐹 𝜔0𝐿
𝐾𝐹 𝑅 = 𝑄𝑠 και 𝑄′

𝑝 = 𝑅′

𝜔′
0𝐿′ = 𝐾𝐹 𝑅

𝜔0𝐿 = 𝑄𝑝
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Topic

1 Συντονισμός

2 Θεωρήματα Thevenin, Norton και μέγιστη μεταφορά ισχύος

Α. Δροσόπουλος Ηλεκτρικά Κυκλώματα Ι 07-12-2022 41 / 53



Θεώρημα Thevenin

Ένα γραμμικό κύκλωμα με δύο ακροδέκτες Α, Β μπορούμε να το
αντικαταστήσουμε με ένα ισοδύναμο κύκλωμα που περιέχει μία πηγή
τάσης σε σειρά με μία εμπέδηση. Η εμπέδηση, 𝑍𝑇 𝐻 είναι η εμπέδηση
που φαίνεται από τους ακροδέκτες Α, Β όταν αντικαταστήσουμε τις
πηγές με τις εσωτερικές τους αντιστάσεις (για πηγές πραγματικές) ή
βραχυκυκλώσουμε τις πηγές τάσης και ανοίξουμε τις πηγές ρεύματος
(για πηγές ιδανικές) στο κύκλωμα. Η τάση ̇𝑉𝑇 𝐻 είναι η τάση που
φαίνεται με το κύκλωμα ενεργό, στους ανοικτούς ακροδέκτες Α, Β.
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Θεώρημα Norton

Ένα γραμμικό κύκλωμα με δύο ακροδέκτες Α, Β μπορούμε να το
αντικαταστήσουμε με ένα ισοδύναμο κύκλωμα που περιέχει μία πηγή
ρεύματος παράλληλα με μία εμπέδηση. Η εμπέδηση, 𝑍𝑁 είναι η
εμπέδηση που φαίνεται από τους ακροδέκτες Α, Β όταν
αντικαταστήσουμε τις πηγές με τις εσωτερικές τους αντιστάσεις (για
πηγές πραγματικές) ή βραχυκυκλώσουμε τις πηγές τάσης και
ανοίξουμε τις πηγές ρεύματος (για πηγές ιδανικές) στο κύκλωμα. Το
ρεύμα 𝐼𝑁 είναι το ρεύμα που παίρνουμε με το κύκλωμα ενεργό, όταν
βραχυκυκλώσουμε τούς ακροδέκτες Α, Β.
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Μέγιστη μεταφορά μέσης ή πραγματικής ισχύος

Μέγιστη μεταφορά πραγματικής ισχύος 𝑃 σε κάποιο φορτίο 𝑍𝐿 από κάποιο κύκλωμα.

VTH

ZTH

ZL VL

IL

RL

XL

|ZL| =     RL
2  + XL

2 

θZL

+

-

. .

.

Στο αριστερό τμήμα του σχήματος βλέπουμε το ισοδύναμο κατά Thevenin ενός
οποιουδήποτε γραμμικού κυκλώματος ενώ στο δεξιό τμήμα του σχήματος, έχουμε την
απεικόνιση στο μιγαδικό επίπεδο του φορτίου 𝑍𝐿.
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Μέγιστη μεταφορά ισχύος (συνέχεια 1)

Οι εμπεδήσεις είναι 𝑍𝑇𝐻 = 𝑅𝑇𝐻 + 𝑗𝑋𝑇𝐻 και 𝑍𝐿 = 𝑅𝐿 + 𝑗𝑋𝐿 ενώ το ρεύμα που
διέρχεται από το φορτίο 𝑍𝐿 είναι

̇𝐼𝐿 =
̇𝑉𝑇𝐻

𝑍𝑇𝐻 + 𝑍𝐿

Από διαιρέτη τάσης στο φορτίο έχουμε

̇𝑉𝐿 = 𝑍𝐿
𝑍𝑇𝐻 + 𝑍𝐿

̇𝑉𝑇𝐻

Η μιγαδική ισχύς στο φορτίο είναι

̇𝑆 = ̇𝑉𝐿 ̇𝐼∗
𝐿 = | ̇𝑉𝑇𝐻|2 𝑍𝐿

|𝑍𝑇𝐻 + 𝑍𝐿|2

και η πραγματική ισχύς στο φορτίο είναι

𝑃 = ℜ𝑒{ ̇𝑆} = | ̇𝑉𝑇𝐻|2 𝑅𝐿
|𝑍𝑇𝐻 + 𝑍𝐿|2 = | ̇𝑉𝑇𝐻|2 𝑅𝐿

(𝑅𝑇𝐻 + 𝑅𝐿)2 + (𝑋𝑇𝐻 + 𝑋𝐿)2
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Μέγιστη μεταφορά ισχύος (συνέχεια 2)

Η παραπάνω ισχύς 𝑃 είναι πραγματική συνάρτηση δυο μεταβλητών, 𝑃(𝑅𝐿, 𝑋𝐿). Για
την εύρεση των τιμών των 𝑅𝐿, 𝑋𝐿 για τις οποίες έχουμε μέγιστη 𝑃 , χρησιμοποιούμε
γνωστό θεώρημα από τη μαθηματική ανάλυση όπου

𝜕𝑃
𝜕𝑋𝐿

= − | ̇𝑉𝑇𝐻|2 𝑅𝐿 2 (𝑋𝑇𝐻 + 𝑋𝐿)
[(𝑅𝑇𝐻 + 𝑅𝐿)2 + (𝑋𝑇𝐻 + 𝑋𝐿)2]2 = 0 ⇒ 𝑋𝐿 = −𝑋𝑇𝐻

και

𝜕𝑃
𝜕𝑅𝐿

=
| ̇𝑉𝑇𝐻|2[[(𝑅𝑇𝐻 + 𝑅𝐿)2 + (𝑋𝑇𝐻 + 𝑋𝐿)2] − 2𝑅𝐿(𝑅𝑇𝐻 + 𝑅𝐿)]

[(𝑅𝑇𝐻 + 𝑅𝐿)2 + (𝑋𝑇𝐻 + 𝑋𝐿)2]2 = 0 ⇒

(𝑅𝑇𝐻 − 𝑅𝐿)2 + (𝑋𝑇𝐻 + 𝑋𝐿)2 = 0 ⇒ 𝑅𝐿 = 𝑅𝑇𝐻

Τελικά, για σύνθετο φορτίο (μιγαδικό φορτίο) 𝑍𝐿 έχουμε ακρότατο για

𝑍𝐿 = 𝑍∗
𝑇𝐻
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Μέγιστη μεταφορά ισχύος (συνέχεια 3)

Εξετάζουμε την ορίζουσα

𝐷 =
∣
∣
∣
∣
∣

𝜕2𝑃
𝜕𝑅2

𝐿

𝜕2𝑃
𝜕𝑅𝐿𝜕𝑋𝐿

𝜕2𝑃
𝜕𝑋𝐿𝜕𝑅𝐿

𝜕2𝑃
𝜕𝑋2

𝐿

∣
∣
∣
∣
∣

στο ακρότατο. Εφόσον 𝐷 > 0 και 𝜕2𝑃/𝜕𝑅2
𝐿 < 0 για 𝑍𝐿 = 𝑍∗

𝑇𝐻, τότε το ακρότατο
είναι μέγιστο. Το μέγιστο αυτό είναι

𝑃max = | ̇𝑉𝑇𝐻|2
4𝑅𝑇𝐻

= | ̇𝑉𝑇𝐻|2
4ℜ𝑒{𝑍𝑇𝐻}
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Μέγιστη μεταφορά ισχύος (συνέχεια 4)

Για την περίπτωση όπου το φορτίο είναι καθαρά ωμικό, δηλ. 𝑋𝐿 = 0 ενώ 𝑋𝑇𝐻 ≠ 0,
έχουμε συνάρτηση μιας μεταβλητής. Οπότε

𝑑𝑃𝐿
𝑑𝑅𝐿

= 0 ⇒
| ̇𝑉𝑇𝐻|2[[(𝑅𝑇𝐻 + 𝑅𝐿)2 + 𝑋2

𝑇𝐻] − 2𝑅𝐿(𝑅𝑇𝐻 + 𝑅𝐿)]

[(𝑅𝑇𝐻 + 𝑅𝐿)2 + 𝑋2
𝑇𝐻]2 = 0 ⇒

𝑅2
𝑇𝐻 + 2𝑅𝑇𝐻𝑅𝐿 + 𝑅2

𝐿 + 𝑋2
𝑇𝐻 − 2𝑅𝑇𝐻𝑅𝐿 − 2𝑅2

𝐿 = 0 ⇒

𝑅𝐿 = √𝑅2
𝑇𝐻 + 𝑋2

𝑇𝐻 = |𝑍𝑇𝐻|
και η μέγιστη πραγματική ισχύς (πρόσημο δευτέρας παραγώγου αρνητικό στο
ακρότατο) είναι τότε

𝑃max = | ̇𝑉𝑇𝐻|2
2|𝑍𝑇𝐻| + 2𝑅𝑇𝐻

= | ̇𝑉𝑇𝐻|2
2|𝑍𝑇𝐻| + 2ℜ𝑒{𝑍𝑇𝐻}
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Μέγιστη μεταφορά ισχύος (συνέχεια 5)

Συνοψίζοντας.

Για 𝑍𝐿 μιγαδικό:
𝑍𝐿 = 𝑍∗

𝑇𝐻

𝑃max = | ̇𝑉𝑇𝐻|2
4ℜ𝑒{𝑍𝑇𝐻}

Για 𝑍𝐿 = 𝑅𝐿 πραγματικό:
𝑅𝐿 = |𝑍𝑇𝐻|

𝑃max = | ̇𝑉𝑇𝐻|2
2|𝑍𝑇𝐻| + 2ℜ𝑒{𝑍𝑇𝐻}

Τι γίνεται όταν 𝑍𝐿 είναι καθαρά φανταστικό και το φορτίο είναι πηνίο ή πυκνωτής;
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Παράδειγμα 1

Στο παρακάτω κύκλωμα να βρεθεί το φορτίο 𝑍𝐿 που καταναλώνει μέγιστη πραγματική
ισχύ από το κύκλωμα καθώς επίσης και η τιμή της μέγιστης αυτής ισχύος.

ZL4  0o  A 2 Ω 4 Ω

j Ω
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Παράδειγμα 1 (συνέχεια 1)

4  0o  A

2 Ω 4 Ω

j Ω

8  0o  V

2 Ω

4 Ω

j Ω

+

-

Αφαιρούμε πρώτα το φορτίο 𝑍𝐿 και απλοποιούμε το κύκλωμα, βρίσκοντας το ισοδύναμο κατά
Thevenin.

𝑍𝑇𝐻 = 4(2 + 𝑗)
4 + 2 + 𝑗 = 8 + 4𝑗

6 + 𝑗
6 − 𝑗
6 − 𝑗 = 48 − 𝑗24 + 𝑗24 − 𝑗8

36 + 1 = 52 + 16𝑗
37 =

= 1.405 + 𝑗0.432 = 1.47/17.1∘ Ω
άρα 𝑍𝐿 = 𝑍∗

𝑇𝐻 = 1.47/−17.1∘ Ω. Η ̇𝑉𝑇𝐻 είναι η τάση στα άκρα της 4 Ω και με έναν διαιρέτη
τάσης έχουμε

̇𝑉𝑇𝐻 = 4
4 + 2 + 𝑗 8 /0∘ = 32 /0∘

6.083 /9.46∘ = 5.261 /−9.46∘ V

οπότε

𝑃max = | ̇𝑉𝑇𝐻|2
4ℜ𝑒{𝑍𝑇𝐻} = 5.2612

4 ⋅ 1.405 = 4.92 W
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Παράδειγμα 2

Να βρεθεί το ωμικό φορτίο 𝑅𝐿 για το οποίο έχουμε μέγιστη κατανάλωση μέσης ισχύος
από το κύκλωμα του σχήματος καθώς επίσης και η τιμή της μέγιστης αυτής ισχύος.

RLj20 Ω

-j30 Ω40 Ω

150   30o  V +

-
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Παράδειγμα 2 (συνέχεια 1)

Αφαιρούμε το φορτίο 𝑅𝐿.

Με ανοικτούς ακροδέκτες και βραχυκυκλωμένη την πηγή τάσης

𝑍𝑇𝐻 = (40 − 𝑗30) ∥ 𝑗20 = 𝑗20(40 − 𝑗30)
𝑗20 + 40 − 𝑗30 = 9.412 + 𝑗22.353 Ω

Με ανοικτούς ακροδέκτες και ενεργή την πηγή τάσης, η ̇𝑉𝑇𝐻 βρίσκεται από τον
διαιρέτη τάσης

̇𝑉𝑇𝐻 = 𝑗20
𝑗20 + 40 − 𝑗30 150 /30∘ = 0.485 /104.036∘ 150 /30∘ = 72.761 /134.036∘ V

Οπότε
𝑅𝐿 = |𝑍𝑇𝐻| = √9.4122 + 22.3532 = 24.254 Ω

και

𝑃max = | ̇𝑉𝑇𝐻|2
2|𝑍𝑇𝐻| + 2ℜ𝑒{𝑍𝑇𝐻} = 72.7612

2 ⋅ 24.254 + 2 ⋅ 9.412 = 78.63 W
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