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1 Θέμα (3 μον.)

Σε μονοδιάστατο στοιχείο η πυκνότητα φορτίου δίνεται από 𝜌 = 𝜌0 exp(−𝑎𝑥). Εάν E = 0 στο 𝑥 = 0 και 𝑉 = 0 στο
𝑥 = 0, υπολογίστε 𝑉 (𝑥) και E(𝑥).
Λύση

Από εξίσωση Poisson ∇2𝑉 = −𝜌/𝜖0 έχουμε:

𝑑2𝑉
𝑑𝑥2 = −𝜌0

𝜖0
𝑒−𝛼𝑥 ⇒ 𝑑𝑉

𝑑𝑥 = −𝜌0
𝜖0

(− 1
𝛼) 𝑒−𝛼𝑥 + 𝐾1 ⇒ 𝑉 (𝑥) = −𝜌0

𝜖0
(− 1

𝛼)
2

𝑒−𝛼𝑥 + 𝐾1𝑥 + 𝐾2 ⇒

𝑉 (𝑥) = − 𝜌0
𝜖0𝛼2 𝑒−𝛼𝑥 + 𝐾1𝑥 + 𝐾2

E = −∇𝑉 = −[ 𝜌0
𝜖0𝛼 𝑒−𝛼𝑥 + 𝐾1] ̂x

Από E(0) = 0 έχουμε:
𝐾1 = − 𝜌0

𝜖0𝛼
Από 𝑉 (0) = 0 έχουμε:

𝐾2 = 𝜌0
𝜖0𝛼2

Οπότε:

𝑉 (𝑥) = − 𝜌0
𝜖0𝛼2 𝑒−𝛼𝑥 − 𝜌0

𝜖0𝛼 𝑥 + 𝜌0
𝜖0𝛼2 = − 𝜌0

𝜖0𝛼2 [𝑒−𝛼𝑥 + 𝛼𝑥 − 1]

E(𝑥) = − 𝜌0
𝜖0𝛼[𝑒−𝛼𝑥 − 1] ̂x

2 Θέμα (3 μον.)

Έστω τα διανυσματικά πεδία:

A = 5 sin 𝜃
𝑟4 φ̂ B = 𝑟3 sin𝜙 ̂r + 3𝑟 cos 𝜃 φ̂

Να υπολογιστούν ∇ × A και ∇ ⋅ B.
Λύση

Από το τυπολόγιο για σφαιρικές συντεταγμένες για A = 𝐴𝜙φ̂ και B = 𝐵𝑟 ̂r + 𝐵𝜙φ̂

∇ × A = 1
𝑟 sin 𝜃[ 𝜕

𝜕𝜃(𝐴𝜙 sin 𝜃)] ̂r − 1
𝑟

𝜕
𝜕𝑟(𝑟𝐴𝜙) ̂θ = 10 cos 𝜃

𝑟5 ̂r + 15 sin 𝜃
𝑟5

̂θ

∇ ⋅ B = 1
𝑟2

𝜕
𝜕𝑟(𝑟2𝐵𝑟) + 1

𝑟 sin 𝜃
𝜕𝐵𝜙
𝜕𝜙 = 5𝑟2 sin𝜙
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3 Θέμα (4 μον.)

Οι γενικές σχέσεις για τη σταθερά μετάδοσης ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων, εμπέδηση και κυματάριθμο είναι:

𝛼 = 𝜔
√√√
⎷

𝜇𝜖
2 [√1 + ( 𝜎

𝜔𝜖)
2

− 1] 𝛽 = 𝜔
√√√
⎷

𝜇𝜖
2 [√1 + ( 𝜎

𝜔𝜖)
2

+ 1] 𝜂 = √ 𝑗𝜔𝜇
𝜎 + 𝑗𝜔𝜖 𝛽 = 2𝜋

𝜆

Σε μη μαγνητικό μέσο έχουμε:
H = 2.5 sin(𝜔𝑡 − 𝛽𝑧) ̂y A/m

όπου 𝑓 = 50 MHz και 𝜖 = 8𝜖0. Να βρεθούν:

1. η περίοδος 𝑇 του κύματος,
2. το μήκος κύματος 𝜆,
3. το ηλεκτρικό πεδίο E,
4. τη μέση ισχύ που μεταφέρεται από το κύμα,
5. την ολική ισχύ που διαπερνά 245 cm2 της επιφάνειας 18𝑥 + 7𝑦 + 9𝑧 = 150.

Δίδονται: 𝜖0 = 8.854 × 10−12 F/m, 𝜇0 = 4𝜋 × 10−7 H/m, 𝑐 = 3 × 108 m/s.
Λύση

𝑇 = 1
𝑓 = 2 × 10−8 s = 20 ns

Από το H φαίνεται ότι 𝛼 = 0 που σημαίνει 𝜎 = 0. Οπότε 𝛽 = 𝜔√𝜇𝜖. Εφόσον το μέσο είναι μη μαγνητικό, 𝜇 = 𝜇0 και
έχουμε:

𝛽 = 𝜔√𝜇𝜖 = 𝜔√8𝜇0𝜖0 = 2𝜋
𝜆 ⇒ 𝜆 = 2𝜋

𝜔√8𝜇0𝜖0
= 2.12 m

Η εμπέδηση είναι 𝜂 = √𝜇0/𝜖 = 133.2 Ω. Έχουμε επίσης:

𝜂 = 𝐸0
𝐻0

⇒ 𝐸0 = 𝜂𝐻0 = 333 V/m

E = 𝐸0 sin(𝜔𝑡 − 𝛽𝑧) ̂x = 333 sin(𝜔𝑡 − 𝛽𝑧) ̂x V/m
Το διάνυσμα Poynting είναι:

P = E × H = 𝐸0𝐻0 sin
2(𝜔𝑡 − 𝛽𝑧) ̂z

Για τη μέση ισχύ έχουμε:

P𝑚 = 1
𝑇 ∫

𝑇

0
P 𝑑𝑡 = 𝐸0𝐻0

1
𝑇 ∫

𝑇

0
sin2(𝜔𝑡 − 𝛽𝑧) 𝑑𝑡 ̂z = 𝐸0𝐻0

1
𝑇

𝑇
2 ̂z = 𝐸0𝐻0

2 ̂z = 416.24 ̂zW/m2

εφόσον (δοκιμάστε το και θα το δείτε για 𝜔 = 2𝜋/𝑇 )

∫
𝑇

0
sin2(𝜔𝑡 − 𝛽𝑧) 𝑑𝑡 = ∫

𝑇

0
cos2(𝜔𝑡 − 𝛽𝑧) 𝑑𝑡 = 𝑇

2

Αν έχουμε μια επιφάνεια 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα στην επιφάνεια είναι

̂a𝑛 = ∇𝑓
|∇𝑓|

οπότε, για την επιφάνεια 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 18𝑥 + 7𝑦 + 9𝑧 = 150 έχουμε:

̂a𝑛 = ∇𝑓
|∇𝑓| = 18 ̂x + 7 ̂y + 9 ̂z√

454

Άρα η ολική ισχύς που διαπερνά 245 cm2 αυτής της επιφάνειας είναι:

𝑃 = ∫
𝑆
P𝑚 ⋅ 𝑑S = P𝑚 ⋅ 𝑆 ̂a𝑛 = (416.24 ̂z)(245 × 10−4) (18 ̂x + 7 ̂y + 9 ̂z√

454 ) = 4.31 W

2


	Θέμα (3 μον.)
	Θέμα (3 μον.)
	Θέμα (4 μον.)

