
Αριθμητικά κυκλώματα 

Ημιαθροιστής (Half Adder) 

Ο ημιαθροιςτήσ είναι ζνα κφκλωμα το οποίο προςθζτει δφο δυαδικά ψηφία (bits) και δίνει ωσ 

αποτζλεςμα το άθροιςμά τουσ και το κρατοφμενο. Με βάςη αυτή την περιγραφή, ο ημιαθροιςτήσ ζχει 

δφο ειςόδουσ, ζςτω  x και y, που δζχονται τα δφο bits που προςτίθενται και δφο εξόδουσ, μία για το 

άθροιςμα S (sum) και μία για το κρατοφμενο C (carry).  
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Λαμβάνοντασ υπόψη ότι κατά την πρόςθεςη δφο δυαδικϊν ψηφίων ιςχφει: 

 

 
Κρατοφμενο 

C 

Άκροιςμα 

S 

 

0 + 0 0 0 (= 010) 

0 + 1 ή 1 + 0 0 1 (= 110) 

1 + 1 1 0 (= 210) 

 

ο  πίνακασ αλήθειασ του ημιαθροιςτή είναι ο ακόλουθοσ: 

x y C S 

0 0 0 0 

0 1 0 1 

1 0 0 1 

1 1 1 0 

 

Οι λογικζσ ςυναρτήςεισ των εξόδων του κυκλϊματοσ που προκφπτουν από τον πίνακα αλήθειασ είναι 

οι ακόλουθεσ: 

C = xy 

S = x’y + xy’ = x  y 

Στα ακόλουθα λογικά κυκλϊματα φαίνονται δφο υλοποιήςεισ του ημιαθροιςτή, η πρϊτη με βαςικζσ 

πφλεσ AND, OR και NOT και η δεφτερη με τη χρήςη τησ παράγωγησ πφλησ XOR. 
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Πλήρης αθροιστής (Full Adder) 

Ο πλήρησ αθροιςτήσ είναι ζνα κφκλωμα που προςθζτει δφο δυαδικά ψηφία, καθϊσ και κρατοφμενο 

ειςόδου που ζχει προκφψει από προηγοφμενη άθροιςη και δίνει ωσ αποτζλεςμα το άθροιςμα και το 

κρατοφμενο εξόδου. Με βάςη αυτή την περιγραφή, ο πλήρησ αθροιςτήσ ζχει τρεισ ειςόδουσ, ζςτω  x, y 

και Cin, που δζχονται τα δφο bits που προςτίθενται και το κρατοφμενο ειςόδου και δφο εξόδουσ, μία για 

το άθροιςμα S και μία για το κρατοφμενο εξόδου Cout. 
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Λαμβάνοντασ υπόψη ότι: 

 
Κρατοφμενο 

C 

Άθροιςμα 

S 

 

0 + 0 0 0 (= 010) 

0 + 1 ή 1 + 0 0 1 (= 110) 

1 + 1 1 0 (= 210) 

1 + 1 +1 1 1 (= 310) 

 

ο  πίνακασ αλήθειασ του πλήρουσ αθροιςτή είναι ο ακόλουθοσ: 

Cin x y Cout S   

0 0 0 0 0   

0 0 1 0 1  Cout = Σ(m3, m5, m6, m7) =  

0 1 0 0 1         = C’inxy + Cinx’y + Cinxy’ + Cinxy 

0 1 1 1 0   

1 0 0 0 1   S = Σ(m1, m2, m4, m7) = 

1 0 1 1 0      = C’inx’y + C’inxy’ + C inx’y’ + Cinxy 

1 1 0 1 0     

1 1 1 1 1     



Απλοποίηςη λογικϊν ςυναρτήςεων εξόδων: 

0 0 1 0

0 1 1 1
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             Cout = Cinx + Ciny + xy 

 

               S = C’inx’y + C’inxy’ + Cinx’y’ + C inxy 

 

Όπωσ βλζπουμε, η λογική ςυνάρτηςη του αθροίςματοσ S δεν απλοποιείται ςε επίπεδο βαςικϊν πυλϊν. 

Χρηςιμοποιϊντασ όμωσ παράγωγεσ πφλεσ, η ςυνάρτηςη για το άθροιςμα μπορεί να εκφραςτεί ωσ εξήσ: 

       S = C’inx’y + C’inxy’ + Cinx’y’ + Cinxy = C’in(x’y + xy’) + Cin(x’y’ + xy) =  

   = C’in(x  y) + Cin(x  y)’ = C’inF + CinF’  

όπου F = x  y. Επομζνωσ, 

S = Cin  F = Cin  (x  y) = Cin x y 

Το λογικό κφκλωμα του πλήρουσ αθροιςτή είναι το ακόλουθο: 
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Παράδειγμα 5.    Να υλοποιθκεί ζνασ πλιρθσ ακροιςτισ με δφο θμιακροιςτζσ και μία πφλθ OR. 

Η λογικι ςυνάρτθςθ του ακροίςματοσ του πλιρουσ ακροιςτι μπορεί να εκφραςτεί ωσ ακολοφκωσ: 

S = Cin  x  y = Cin  (x  y) = Cin  S1 

όπου:   S1 = (x  y) 



Η λογικι ςυνάρτθςθ του κρατοφμενου εξόδου του πλιρουσ ακροιςτι μπορεί να εκφραςτεί ωσ 

ακολοφκωσ: 

Cout = C’inxy + Cinx’y + Cinxy’ + Cinxy = (C’in + Cin )xy + Cin (x’y + xy’) = xy + Cin (x y) = 

       = C1 + Cin (x y) = C1 + CinS1 = C1 + C2 

όπου:   C1 = xy και C2 = CinS1 

Επομζνωσ το λογικό κφκλωμα του πλιρουσ ακροιςτι μπορεί να υλοποιθκεί ωσ ακολοφκωσ: 
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S = Cin    S1

S1 = x    y 

C1 = xy

 Cout = C1 + C2 = 

      = xy + CinS1 = 

         = xy + Cin(x    y)

C2 = CinS1 

S = Cin    x    y

 

 

 

Παράδειγμα 6.    Να υλοποιθκεί ζνασ παράλλθλοσ δυαδικόσ ακροιςτισ των 4 bits με τζςςερισ 

πλιρεισ ακροιςτζσ (4 bit ripple carry adder). 

Όπωσ ζχουμε ιδθ εξετάςει, θ πρόςκεςθ δφο δυαδικϊν αρικμϊν X και Y, των 4 bits ο κακζνασ, 

ακολουκεί τον κλαςικό αλγόρικμο: 

 c3 c2 c1 c0  

X =   x3 x2 x1 x0 

+  Y =   y3 y2 y1 y0 

Άθροιςμα S = s4=c3 s3 s2 s1 s0 

Επιμζρουσ Κρατοφμενα   c3 c2 c1 c0 

 

Όπωσ βλζπουμε, για κάκε τάξθ ν προςτίκενται ςτουσ ςυντελεςτζσ xν και yν τθσ τάξθσ το κρατοφμενο 

εξόδου cν-1 τθσ προθγοφμενθσ τάξθσ και παράγονται το άκροιςμα sν και το κρατοφμενο εξόδου cν τθσ 

τάξθσ. Να ςθμειωκεί ότι θ είςοδοσ  του κρατοφμενου ειςόδου Cin τθσ τάξθσ των μονάδων (FA 0), πρζπει 

να πάρει τιμι λογικό “0”.  

Σφμφωνα με τα παραπάνω, το  ηθτοφμενο λογικό κφκλωμα είναι το ακόλουκο: 
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Ημιαφαιρέτης (Half Substractor) 

Ο ημιαφαιρζτησ είναι ζνα κφκλωμα που αφαιρεί δφο δυαδικά ψηφία (bits) και δίνει ωσ αποτζλεςμα τη 

διαφορά τουσ και το δανεικό ψηφίο, το οποίο ιςοφται με μονάδα αν απαιτείται δανειςμόσ ψηφίου για 

να γίνει η αφαίρεςη μεταξφ των δφο bits. Με βάςη αυτή την περιγραφή, ο ημιαφαιρζτησ ζχει δφο 

ειςόδουσ που δζχονται τα δφο bits που αφαιροφνται, δηλαδή μία για τον μειωτζο και μία για τον 

αφαιρετζο, ζςτω x και y αντίςτοιχα, και δφο εξόδουσ, μία για τη διαφορά D  (difference) και μία για το 

δανεικό B (borrow). 
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Λαμβάνοντασ υπόψη ότι κατά την αφαίρεςη δφο δυαδικϊν ψηφίων ιςχφει: 

 
Δανεικό      

B 

Διαφορά   

D 

0 - 0 0 0 

1 - 1 0 0 

1 - 0 0 1 

0 - 1 1 1 

ο πίνακασ αλήθειασ του ημιαφαιρζτη είναι ο ακόλουθοσ: 

x y B D 

0 0 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 1 

1 1 0 0 

Οι λογικζσ ςυναρτήςεισ των εξόδων του κυκλϊματοσ που προκφπτουν από τον πίνακα αλήθειασ είναι 

οι ακόλουθεσ: 



B = x’y 

D = x’y + xy’ = x  y 

Παρατηροφμε ότι η λογική ςυνάρτηςη για τη διαφορά D είναι η ίδια με τη λογική ςυνάρτηςη για το 

άθροιςμα S του ημιαθροιςτή. 

Στα ακόλουθα λογικά κυκλϊματα φαίνονται δφο υλοποιήςεισ του ημιαφαιρζτη, η πρϊτη με βαςικζσ 

πφλεσ AND, OR και NOT και η δεφτερη με τη χρήςη τησ παράγωγησ πφλησ XOR. 
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Πλήρης αφαιρέτης (Full Substractor) 

Ο πλήρησ αφαιρζτησ είναι ζνα κφκλωμα που αφαιρεί δφο δυαδικά ψηφία λαμβάνοντασ υπόψη ότι 

μπορεί ςτην αμζςωσ προηγοφμενη αφαίρεςη να είχε γίνει δανειςμόσ μιασ μονάδασ. Αυτό ςημαίνει ότι 

ο πλήρησ αφαιρζτησ ζχει τρεισ ειςόδουσ, ζςτω x για τον μειωτζο, y για τον αφαιρετζο και z για τυχόν  

δανεικό από προηγοφμενη αφαίρεςη, καθϊσ και δφο εξόδουσ, ζςτω D για τη διαφορά και B για το 

τυχόν νζο δανεικό που θα προκφψει. 
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Για να  κάνουμε την αφαίρεςη, προςθζτουμε ςτον αφαιρετζο (y) το κρατοφμενο από προηγοφμενη 

αφαίρεςη (z) και το άθροιςμά τουσ το αφαιροφμε από τον μειωτζο (x), δηλαδή:   x – (y + z) 

Λαμβάνοντασ υπόψη ότι: 

 
Δανεικό      

B 

Διαφορά   

D 

0 - 0 0 0 

1 - 1 0 0 

1 - 0 0 1 

0 - 1 1 1 

0 - 10 1 0 

1 - 10 1 1 



ο  πίνακασ αλήθειασ του πλήρουσ αφαιρζτη είναι ο ακόλουθοσ: 

x y z B D   

0 0 0 0 0   

0 0 1 1 1  B = Σ(m1, m2, m3, m7) =  

0 1 0 1 1         = x’y’z + x’yz’ + x’yz + xyz  

0 1 1 1 0   

1 0 0 0 1   D = Σ(m1, m2, m4, m7) = 

1 0 1 0 0         = x’y’z + x’yz’ + xy’z’ + xyz 

1 1 0 0 0     

1 1 1 1 1     

 

Απλοποίηςη λογικϊν ςυναρτήςεων εξόδων: 

0 1 1 1

0 0 1 0
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             B = x’y + x’z + yz  

 

               D = x’y’z + x’yz’ + xy’z’ + xyz  

 

Όπωσ βλζπουμε, η λογική ςυνάρτηςη τησ διαφοράσ D δεν απλοποιείται ςε επίπεδο βαςικϊν πυλϊν. 

Χρηςιμοποιϊντασ όμωσ παράγωγεσ πφλεσ, η ςυνάρτηςη για τη διαφορά μπορεί να εκφραςτεί ωσ εξήσ: 

      D = x’y’z + x’yz’ + xy’z’ + xyz = x’(y’z + yz’) + x(y’z’ + yz) =  

= x’(y  z) + x(y  z)’ = [ κζτοντασ   (y  z) = F ] = x’F + xF’ = x  F = 

= x  (y  z) = x y z 

Το λογικό κφκλωμα του πλήρουσ αφαιρζτη είναι το ακόλουθο: 
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Παράδειγμα 7.    Να δείξετε πϊσ μποροφμε να μετατρζψουμε ζναν πλιρθ ακροιςτι ςε πλιρθ ακροιςτι-

αφαιρζτθ. 

Η αφαίρεςθ δφο δυαδικϊν αρικμϊν μπορεί να γίνει με πρόςκεςθ ςτο μειωτζο, του ςυμπλθρϊματοσ ωσ 

προσ 2 του αφαιρετζου. 

Το ςυμπλιρωμα ωσ προσ 2 ενόσ δυαδικοφ αρικμοφ ιςοφται με το ςυμπλιρωμά του ωσ προσ 1, ςυν 1 

(Σ(Β) = 1 + Σ(Β-1)). 

Το ςυμπλιρωμα ωσ προσ 1 ενόσ δυαδικοφ αρικμοφ προκφπτει με τθν απλι αντικατάςταςθ των 1 με 0 

και των 0 με 1.  

Επομζνωσ θ αφαίρεςθ X – Y μπορεί να γίνει ωσ εξισ: 

X– Y = X + Σ(Β)(Y)  + 1 = X + Y’ + 1 

Ο Πίνακασ αλικειασ τθσ λογικισ πράξθσ  XOR είναι ο ακόλουκοσ: 

X Y Z = X  Y 

0 0 0 

0 1 1 
1 0 1 

1 1 0 
 

Βλζπουμε ότι όταν X = 0, Z = Y και όταν X = 1, Z = X’. 

Επομζνωσ ζνασ πλιρθσ ακροιςτισ μπορεί να μετατραπεί ςε πλιρθ ακροιςτι - αφαιρζτθ που υλοποιεί 

είτε τθν πρόςκεςθ X + Y, είτε τθν αφαίρεςθ X – Y, ωσ ακολοφκωσ: 
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Στο κφκλωμα αυτό όταν Cin = 0 θ ζξοδοσ τθσ πφλθσ XOR είναι Y, ενϊ όταν Cin =1 θ ζξοδοσ τθσ πφλθσ XOR 

είναι Y’.  

Άρα θ ζξοδοσ S του κυκλϊματοσ, ανάλογα με τθν τιμι που δίνουμε ςτο Cin, είναι: 

για Cin = 0,    S = X + Y + 0 = X + Y  

για Cin = 1,    S = X + Y’ + 1 = X – Y  

 



Παράδειγμα 8.    Να υλοποιθκεί ζνασ παράλλθλοσ ακροιςτισ – αφαιρζτθσ των 4 bits με τζςςερισ πλιρεισ 

ακροιςτζσ. 

Έχουμε ιδθ εξετάςει ςτο Παράδειγμα 6 πϊσ μποροφμε να υλοποιιςουμε ζναν παράλλθλο ακροιςτι 

των 4 bits με τζςςερισ πλιρεισ ακροιςτζσ. 

Επίςθσ εξετάςαμε ςτο Παράδειγμα 7 πϊσ μποροφμε να μετατρζψουμε ζναν πλιρθ ακροιςτι  ςε πλιρθ 

ακροιςτι - αφαιρζτθ με τθν προςκικθ μιασ πφλθσ XOR. 

Επομζνωσ μποροφμε να υλοποιιςουμε ζναν παράλλθλο ακροιςτι – αφαιρζτθ των 4 bits με τζςςερισ πλιρεισ 

ακροιςτζσ χρθςιμοποιϊντασ τζςςερισ πφλεσ XOR, μία για κάκε πλιρθ ακροιςτι. Η ζξοδοσ κάκε μίασ από αυτζσ 

κα οδθγεί τθν είςοδο yi,για κάκε ζναν ακροιςτι αντίςτοιχα και κα δζχεται ωσ ειςόδουσ το κρατοφμενο ειςόδου 

Cin και το αντίςτοιχο για κάκε τάξθ ψθφίο yi. 
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Όταν το κρατοφμενο ειςόδου Cin ζχει τιμι μθδζν (Cin = 0), κάκε μία πφλθ XOR κα δίνει ζξοδο yi, ενϊ όταν Cin ζχει 

τιμι ζνα (Cin = 1), κάκε πφλθσ XOR δίνει ζξοδο το ςυμπλιρωμα ωσ προσ 2 του yi. 

Εάν κζςουμε Cin = 0, το κφκλωμα λειτουργεί ωσ παράλλθλοσ ακροιςτι των 4 bits και εκτελεί τθν πρόςκεςθ 

x3x2x1x0 + y3y2y1y0 = s4s3s2s1s0.  

Εάν κζςουμε Cin = 1, το κφκλωμα εκτελεί τθν πράξθ: x3x2x1x0 + Σ(1)(y3y2y1y0) + 1 = (s4)s3s2s1s0, όπου (s4) είναι 

ψθφίο υπερχείλιςθσ και μπορεί να παραλειφκεί. Άρα, για Cin = 1, το κφκλωμα λειτουργεί ωσ παράλλθλοσ 

αφαιρζτθσ των 4 bits και εκτελεί τθν αφαίρεςθ x3x2x1x0 - y3y2y1y0 = s3s2s1s0 με τθ χριςθ των ςυμπλθρωμάτων. 

 

Παράδειγμα 9.    Να ςχεδιαςτεί λογικό κφκλωμα που ςυγκρίνει δφο διψιφιουσ δυαδικοφσ αρικμοφσ Χ = x1x0 

και Υ = y1y0 και αναγνωρίηει τθ ςυνκικθ Χ = Υ. 



Από τθν περιγραφι του κυκλϊματοσ προκφπτει ότι πρζπει να ζχει τζςςερισ ειςόδουσ, μία για κάκε 

ψθφίο των αρικμϊν X και Y, δθλαδι x1, x0 και y1, y0  και μία ζξοδο, ζςτω F, θ οποία κα παίρνει τιμι 1 

όταν ικανοποιείται θ ςυνκικθ X = Y και τιμι 0 ςε όλεσ τισ άλλεσ περιπτϊςεισ. 

Για να ικανοποιείται θ ςυνκικθ X = Y, κα πρζπει να ιςχφει ταυτόχρονα x1 = y1 και x0 = y0. 

Πίνακασ αλικειασ: 

Χ1 Χ0 Υ1 Υ0 F 

0 0 0 0 1 

0 0 0 1 0 

0 0 1 0 0 

0 0 1 1 0 

0 1 0 0 0 

0 1 0 1 1 

0 1 1 0 0 
0 1 1 1 0 

1 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 

1 0 1 0 1 

1 0 1 1 0 

1 1 0 0 0 

1 1 0 1 0 

1 1 1 0 0 

1 1 1 1 1 

 Λογικι ςυνάρτθςθ εξόδου: 

1 0 0 0

0 1 0 0

X1X0

Y1Y0

00 01 11 10

00

01

0 0 1 0

0 0 0 1
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F = Σ(m0, m5, m10, m15) =  

   = x’1x’0y’1y’0 + x’1x0y’1y0 + x1x0y1y0 + x1x’0y1y’0 =  

   = x’1y’1x’0y’0 + x’1y’1x0y0 + x1y1x0y0 + x1y1x’0y’0 =  

   = (x’1y’1 + x1y1) (x’0y’0 + x0y0) = (x1 y1)’(x0 y0)’ 

Λογικό κφκλωμα: 
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Σθμείωςθ:    Χρθςιμοποιϊντασ τθν ιδιότθτα τθσ λογικισ πράξθσ XNOR να δίνει ζξοδο “1” μόνο όταν οι δφο είςοδοί τθσ είναι 

ίςεσ, μποροφμε να προςδιορίςουμε απ’ ευκείασ τθ λογικι ςυνάρτθςθ F, χωρίσ να ακολουκιςουμε τθν κλαςικι μζκοδο 

ςχεδίαςθσ. Με βάςθ αυτι τθν ιδιότθτα τθσ λογικισ πράξθσ XNOR και το γεγονόσ ότι για να ικανοποιείται θ ςυνκικθ X = Y, κα 

πρζπει να ιςχφει ταυτόχρονα x1 = y1  ΚΑΙ  x0 = y0, θ λογικι ςυνάρτθςθ τθσ εξόδου  κα είναι:    F = (x1 y1)’ AND  (x0 y0)’. 


