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Επανάληψη φάσορες

• Διαφάνειες παλιάς συνεργάτιδας
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Χαρακτηριςτικά ημιτονοειδών ςημάτων 

• Ζνα θμιτονοειδζσ ςιμα είναι εφκολο να παραχκεί και να μεταφερκεί. 

Είναι θ επικρατοφςα μορφι ςιματοσ ςτισ επικοινωνίεσ και ςτθ 

βιομθχανία τθσ ενζργειασ.  

 Ο μακθματικόσ χειριςμόσ του είναι εφκολοσ γιατί θ παράγωγοσ και το 

ολοκλιρωμά του είναι επίςθσ θμιτονοειδι μεγζκθ.  

 Κάκε περιοδικό ςιμα με πρακτικι αξία μπορεί να αναπαραςτακεί ωσ 

άκροιςμα θμιτονοειδών ςυναρτιςεων μζςω τθσ ανάλυςθσ Fourier. 

• Μασ ενδιαφζρει θ μόνιμθ θμιτονοειδισ κατάςταςθ, όταν δθλαδι τα 

μεταβατικά φαινόμενα ζχουν γίνει αμελθτζα. 

 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 2 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 



Χαρακτηριςτικά ημιτονοειδών ςημάτων 
• Ασ κεωριςουμε τθν θμιτονοειδι τάςθ 

𝑢 𝑡 = 𝑈𝑚 sin(𝜔𝑡 + 𝛼) 

𝑈𝑚: το πλάτοσ του θμιτονοειδοφσ μεγζκουσ 

𝜔: θ κυκλικι ςυχνότθτα ςε rad/s 

𝜔𝑡 + 𝛼: το όριςμα του θμιτονοειδοφσ 

𝛼: θ γωνία φάςθσ 

• Θ ςυνάρτθςθ είναι περιοδικι. Θ περίοδοσ του θμιτονοειδοφσ είναι ο χρόνοσ 

ενόσ πλιρουσ κφκλου. 

𝑇 =
2𝜋

𝜔
   [𝑠] 

• Θ ςυχνότθτα είναι ο αρικμόσ των κφκλων που εκτελοφνται ανά δευτερόλεπτο 

και είναι το αντίςτροφο τθσ περιόδου. 

𝑓 =
1

𝑇
   [𝐻𝑧] 
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Χαρακτηριςτικά ημιτονοειδών ςημάτων 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 4 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 

• Παρακάτω ζχει ςχεδιαςτεί θ τάςθ ωσ ςυνάρτθςθ του χρόνου και ωσ 

ςυνάρτθςθ τθσ γωνίασ. 

𝑢 𝑡 = 𝑈𝑚 sin(𝜔𝑡 + 𝛼) 

 

 

 

 

 

 

 

• Θ γωνία φάςθσ 𝛼 δείχνει πόςο απζχει το ςθμείο μθδενιςμοφ τθσ 

κυματομορφισ (με τάςθ για αφξθςθ) από τθν αρχι των αξόνων. 
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Χαρακτηριςτικά ημιτονοειδών ςημάτων 

• Θ rms τιμι τθσ παραπάνω τάςθσ (και κάκε περιοδικοφ μεγζκουσ) 

υπολογίηεται ωσ  

𝑈 =
1

𝑇
 𝑢2 𝑡 𝑑𝑡
𝑇

0

 

• Προκφπτει ότι για το 𝑢(𝑡) και για κάκε ημιτονοειδζσ μζγεκοσ θ rms τιμι 

είναι 

𝑈 =
1

𝑇
 𝑢2 𝑡 𝑑𝑡
𝑇

0

=
𝑈𝑚

2
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• Ασ κεωριςουμε ότι θ τάςθ  

𝑢 𝑡 = 𝑈𝑚 sin(𝜔𝑡 + 𝛼) = 𝑈 2 sin(𝜔𝑡 + 𝛼) 

εφαρμόηεται ςτο παρακάτω κφκλωμα. 

 

 

 

 

 

• Ηθτείται το ρεφμα 𝑖(𝑡) ςτο κφκλωμα. 

• Εφαρμόηουμε νόμο τάςεων Kirchhoff ωσ εξισ: 

𝑢 𝑡 − 𝑢𝐿 𝑡 − 𝑢𝑅 𝑡 = 0 

𝑢 𝑡 − 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑖𝑅 = 0 
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Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 6 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 

Γιατί χρηςιμοποιοφνται φάςορεσ 



• Αυτι είναι μια διαφορικι εξίςωςθ 1ου βακμοφ. Θ λφςθ τθσ είναι ςχετικά 

εφκολθ, όμωσ το κφκλωμα είναι εξαιρετικά απλό. Σε πιο ςφνκετα 

κυκλώματα θ λφςθ ςτο πεδίο του χρόνου μπορεί να γίνει εξαιρετικά 

δυςχερισ. 

• Θ εξίςωςθ αυτι ωςτόςο μπορεί με τθ βοικεια φαςόρων να μετατραπεί ςε 

αλγεβρικι και θ αντιμετώπιςι τθσ να απλοποιθκεί ςθμαντικά. 

• Ζνασ φάςορασ είναι ζνασ μιγαδικόσ αρικμόσ που παριςτάνει τθν rms τιμι 

και τθ φάςθ ενόσ θμιτονοειδοφσ μεγζκουσ. 

 

Γιατί χρηςιμοποιοφνται φάςορεσ 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 7 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 



• Ζνασ μιγαδικόσ αρικμόσ 𝑧  μπορεί να γραφεί ςε καρτεςιανι μορφι ωσ εξισ: 

𝑧 = 𝑥 + 𝑗𝑦 

όπου 𝑗 θ μιγαδικι μονάδα με 𝑗2 = −1.  

• Το 𝑥 είναι το πραγματικό μζροσ του 𝑧  και το 𝑦 το φανταςτικό μζροσ.  

• Οι μεταβλθτζσ 𝑥, 𝑦 δεν αποτελοφν ςυντεταγμζνεσ όπωσ ςτθ διανυςματικι 

ανάλυςθ αλλά το πραγματικό και το φανταςτικό μζροσ του μιγαδικοφ 𝑧  ςτο 

μιγαδικό επίπεδο. Ωςτόςο ο χειριςμόσ των μιγαδικών παρουςιάηει 

ομοιότθτεσ με το χειριςμό διανυςμάτων ςτισ δφο διαςτάςεισ. Οι φάςορεσ 

παριςτάνονται με τθ μορφι διανυςμάτων. 

• Ο μιγαδικόσ αρικμόσ 𝑧  μπορεί επίςθσ να γραφεί ςε πολικι ι εκκετικι μορφι 

ωσ εξισ: 

𝑧 = 𝑟𝜃 = 𝑟𝑒𝑗𝜃 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑗 sin 𝜃 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑗 𝑟sin 𝜃 

όπου 𝑟 το μζτρο του 𝑧  και 𝜃 θ φάςθ του. 

 

Χρήςιμοι οριςμοί και ιδιότητεσ των μιγαδικών 
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• Ιςχφουν επίςθσ τα εξισ 

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2 

𝜃 = tan−1
𝑦

𝑥
 

• Θ πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ εκτελοφνται πιο γριγορα ςε καρτεςιανι μορφι, 

ενώ ο πολλαπλαςιαςμόσ και θ διαίρεςθ ςε πολικι.  

• Ασ κεωριςουμε τουσ δφο μιγαδικοφσ: 

𝑧 1 = 𝑥1 + 𝑗𝑦1 = 𝑟1𝜃1 

𝑧 2 = 𝑥2 + 𝑗𝑦2 = 𝑟2𝜃2 

 Πρόςκεςθ:  𝑧 1 + 𝑧 2 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑗(𝑦1 + 𝑦2) 

 Αφαίρεςθ:   𝑧 1 − 𝑧 2 = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑗(𝑦1 − 𝑦2) 

 Πολλαπλαςιαςμόσ:  𝑧 1𝑧 2 = 𝑟1𝑟2(𝜃1 + 𝜃2) 

 Διαίρεςθ:   
𝑧 1

𝑧 2
=

𝑟1

𝑟2
(𝜃1 − 𝜃2) 
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Χρήςιμοι οριςμοί και ιδιότητεσ των μιγαδικών 



• Επίςθσ μασ ενδιαφζρουν τα εξισ: 

 Μιγαδικόσ ςυηυγισ:  𝑧 ∗ = 𝑥 − 𝑗𝑦 = 𝑟 −𝜃 = 𝑟𝑒−𝑗𝜃 

    = 𝑟 cos 𝜃 − 𝑗 sin 𝜃  

 Τετράγωνο μιγαδικισ μονάδασ: 𝑗2 = 𝑗 ∙ 𝑗 = −1 

 Αντίςτροφοσ μιγαδικισ μονάδασ: 
1

𝑗
= −𝑗 

• Παραδείγματα: 

4050° + 20 −30°

= 40 cos 50° + 𝑗 sin 50° + 20[cos −30° + 𝑗 sin(−30°)]

= 43.03 + 𝑗20.64 = 47.7225.6° 

2 + 𝑗2

2 − 𝑗0.5
=

2.8245°

2.06(−14°)
= 1.37(45° + 14°) = 1.3759° 

2 + 𝑗2 2 − 𝑗0.5 = 2.8245° ∙ 2.06 −14° = 5.8331° 

2 + 𝑗2 2 − 𝑗0.5 = 4 − 𝑗 + 4𝑗 + 1 = 5 + 𝑗3 = 5.8331° 
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Χρήςιμοι οριςμοί και ιδιότητεσ των μιγαδικών 



Φάςορεσ 

• Βαςική προχπόθεςη για να ιςχφουν τα παρακάτω: Οι κυματομορφζσ του 

κυκλώματοσ που πρόκειται να αναλφςουμε είναι όλεσ θμιτονοειδείσ με ίδια 

ςυχνότθτα 𝜔. 

• Ασ κεωριςουμε μια τάςθ τθσ μορφισ 

𝑢 𝑡 = 𝑈 2 cos(𝜔𝑡 + 𝛼) 

όπου 𝑈 θ rms τιμι και 𝛼 θ φάςθ τθσ. 

• Ιςχφει ότι 

𝑢 𝑡 = 𝑈 2 cos(𝜔𝑡 + 𝛼) = Re 𝑈 2𝑒𝑗 𝜔𝑡+𝛼 = Re(𝑈 2𝑒𝑗𝜔𝑡𝑒𝑗𝛼) 

• Ορίηουμε το φάςορα τθσ τάςθσ 𝑢 𝑡  ωσ εξισ: 

𝑈 = 𝑈𝑒𝑗𝛼 = 𝑈𝛼 

• Επομζνωσ 

𝑢 𝑡 = Re(𝑈 2𝑒𝑗𝜔𝑡) 
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Φάςορεσ 
• 𝑢 𝑡  είναι θ αναπαράςταςθ του μεγζκουσ ςτο πεδίο του χρόνου και 𝑈  ςτο 

πεδίο των φαςόρων.  

𝑢 𝑡 = 𝑈 2 cos(𝜔𝑡 + 𝛼)        𝑈 = 𝑈𝛼 

• Ο όροσ 2𝑒𝑗𝜔𝑡 παραλείπεται αλλά εννοείται. Θ ςυχνότθτα δεν φαίνεται, 

ωςτόςο το πεδίο των φαςόρων ονομάηεται και πεδίο τθσ ςυχνότθτασ.  

• Ο φάςορασ παριςτάνεται με τθ μορφι διανφςματοσ με μζτρο ανάλογο του 𝑈 

και γωνία ωσ προσ τον οριηόντιο άξονα ίςθ με 𝛼. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 12 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 
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• Δίνονται οι δφο τάςεισ 

𝑢1 𝑡 = 100 2 cos(𝜔𝑡 + 30°)    V 

𝑢2 𝑡 = 200 2 cos(𝜔𝑡 − 45°)    V 

• Ζςτω 𝜔 = 1 rad/s. Να βρεκεί θ τάςθ 

𝑢 𝑡 = 𝑢1 𝑡 + 𝑢2 𝑡  

Απάντθςθ: 

• Οι μιγαδικζσ αναπαραςτάςεισ είναι 

𝑈 1 = 10030°   V 

𝑈 2 = 200 −45°    V 

𝑈 1 + 𝑈 2 = 10030° + 200 −45° = 86.6 + 𝑗50 + 141.4 − 𝑗141.4

= 228 − 𝑗91.4 = 245.6 −21.8°    V 

• Επομζνωσ 

𝑢 𝑡 = 𝑢1 𝑡 + 𝑢2 𝑡 = 245.6 2 cos(𝜔𝑡 − 21.8°)    V 

 

Παράδειγμα 1.1 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 13 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 



𝑢1 𝑡 = 100 2 cos(𝜔𝑡 + 30°)    V 

𝑢2 𝑡 = 200 2 cos(𝜔𝑡 − 45°)    V 

𝑢 𝑡 = 𝑢1 𝑡 + 𝑢2 𝑡 = 245.6 2 cos(𝜔𝑡 − 21.8°)    V 

 

Παράδειγμα 1.1 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 14 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 
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• Ιςχφει ότι: 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝜔𝑈 2 sin 𝜔𝑡 + 𝛼 = 𝜔𝑈 2 cos 𝜔𝑡 + 𝛼 + 90°  

= Re 𝜔𝑈 2𝑒𝑗𝜔𝑡𝑒𝑗𝛼𝑒𝑗90° = Re(𝑗𝜔𝑈 2𝑒𝑗𝜔𝑡) 

• Δθλαδι  
𝑑𝑢

𝑑𝑡
      𝑗𝜔𝑈  

• Επίςθσ  𝑢 𝑡 𝑑𝑡      
𝑈 

𝑗𝜔
 

• Θ παράγωγοσ και το ολοκλιρωμα ωσ προσ το χρόνο αντικακίςτανται ςτο 

πεδίο τθσ ςυχνότθτασ από πολλαπλαςιαςμό και διαίρεςθ με 𝑗𝜔 αντίςτοιχα. 

Οι διαφορικζσ εξιςώςεισ μετατρζπονται ςε απλζσ αλγεβρικζσ με μιγαδικοφσ. 

• Χριςιμθ παρατιρθςθ: Πολλαπλαςιαςμόσ φάςορα με 𝑗 ζχει ωσ αποτζλεςμα 

ςτροφι κατά 90° με φορά αντίκετθ προσ αυτι των δεικτών του ρολογιοφ. 

Διαίρεςθ με 𝑗 (είναι ιςοδφναμθ με πολλαπλαςιαςμό με −𝑗) οδθγεί ςε 

ςτροφι κατά 90° με τθ φορά των δεικτών του ρολογιοφ. 

 

Παράγωγοσ και ολοκλήρωμα 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 15 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 



Σχζςη τάςησ-ρεφματοσ ςε βαςικά ςτοιχεία 

𝑢𝑅 𝑡 = 𝑅𝑖(𝑡) 

𝑈 𝑅 = 𝑅𝐼  

 

𝑢𝐿 𝑡 = 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
 

𝑈 𝐿 = 𝑗𝜔𝐿𝐼  

 

𝑖 𝑡 = 𝐶
𝑑𝑢𝐶
𝑑𝑡

 

𝐼 = 𝑗𝜔𝐶𝑈 𝐶     𝑈 𝐶 =
𝐼 

𝑗𝜔𝐶
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Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 16 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 



• Ζςτω ότι θ τάςθ που τροφοδοτεί ζνα κακαρά χωρθτικό φορτίο 50 μF 

είναι 

𝑢 𝑡 = 100 2 cos 100𝑡 + 30°    V 

• Να υπολογιςτεί το ρεφμα που το διαρρζει. 

Απάντθςθ: 

• Ο φάςορασ τθσ τάςθσ είναι 

𝑈 = 10030°   V 

• Άρα ο φάςορασ του ρεφματοσ είναι 

𝐼 = 𝑗𝜔𝐶𝑈 = 0.5120°   A 

• Στο πεδίο του χρόνου το ρεφμα είναι 

𝑖 𝑡 = 0.5 2 cos(100𝑡 + 120°)    A 

 

Παράδειγμα 1.2 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 17 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 



• Ιςχφει ο νόμοσ του Ohm ςτο πεδίο τθσ ςυχνότθτασ για κάκε τφπο φορτίου. 

Γράφεται ωσ εξισ: 

𝑈 = 𝑍 𝐼  

όπου 𝑍  είναι θ ςφνκετθ αντίςταςθ. Είναι ο λόγοσ του φάςορα τθσ τάςθσ 

προσ το φάςορα του ρεφματοσ. Μονάδα μζτρθςθσ: Ohm (Ω). Δεν είναι 

φάςορασ γιατί δεν αντιπροςωπεφει θμιτονοειδι ποςότθτα. 

• Για ςτοιχείο 𝑅   →    𝑍 = 𝑅 

• Για ςτοιχείο 𝐿   →    𝑍 = 𝑗𝜔𝐿 

• Για ςτοιχείο 𝐶   →    𝑍 =
1

𝑗𝜔𝐶
=

−𝑗

𝜔𝐶
 

• Όταν 𝜔 = 0, δθλαδι για dc πθγζσ, 𝑗𝜔𝐿 → 0 και 
−𝑗

𝜔𝐶
→ ∞. Επαλθκεφεται ότι 

ο επαγωγόσ ςτο DC λειτουργεί ωσ βραχυκφκλωμα ενώ ο πυκνωτισ 

λειτουργεί ωσ ανοιχτοκφκλωμα. 

Σφνθετη αντίςταςη 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 18 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 



• Θ ςφνκετθ αντίςταςθ μπορεί να γραφεί ςε καρτεςιανι μορφι ωσ 

𝑍 = 𝑅 + 𝑗𝑋 

• Το πραγματικό μζροσ 𝑅 είναι θ αντίςταςθ και το φανταςτικό μζροσ 𝑋 θ 

αντίδραςθ. Και τα δφο ζχουν μονάδα το Ω.  

• Θ αντίδραςθ μπορεί να είναι κετικι ι αρνθτικι. Όταν είναι κετικι λζμε ότι 

είναι επαγωγικι και όταν είναι αρνθτικι λζμε ότι είναι χωρθτικι. Στθν πρώτθ 

περίπτωςθ το ρεφμα ζπεται τθσ τάςθσ και ςτθ δεφτερθ περίπτωςθ προθγείται. 

• Θ ςφνκετθ αντίςταςθ εκφράηεται επίςθσ ςε πολικι μορφι ωσ 

𝑍 = 𝑍𝜑 

• Προκφπτει ότι 

𝑍 = 𝑅2 + 𝑋2 

𝜑 = tan−1
𝑋

𝑅
 

 

Σφνθετη αντίςταςη 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 19 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 



• Ζςτω ότι θ τάςθ ςτα άκρα του φορτίου του κυκλώματοσ είναι 

𝑢 𝑡 = 𝑈 2 cos(𝜔𝑡 + 𝛼) 

• Και το ρεφμα είναι 

𝑖 𝑡 = 𝐼 2 cos(𝜔𝑡 + 𝛽) 

• Θ διαφορά φάςθσ μεταξφ τουσ είναι 

𝜑 = 𝛼 − 𝛽 

 

Σφνθετη αντίςταςη 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 20 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 

u(t)

i(t)

u(t)

i(t)

φορτίο

φ

ωt

u

i
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• Οι αντίςτοιχοι φάςορεσ είναι 𝑈 = 𝑈𝛼 και 𝐼 = 𝐼𝛽 

• Θ ςφνκετθ αντίςταςθ του φορτίου είναι 

𝑍 =
𝑈 

𝐼 
=
𝑈𝛼

𝐼𝛽
=
𝑈

𝐼
𝛼 − 𝛽 =

𝑈

𝐼
𝜑 

• Θ γωνία τθσ ςφνκετθσ αντίςταςθσ είναι ίςθ με τθ διαφορά φάςθσ τάςθσ-

ρεφματοσ ςτα άκρα του. 

 

• Ορίηεται επίςθσ θ ςφνκετθ αγωγιμότθτα 𝑌  ωσ το αντίςτροφο τθσ αντίςταςθσ 

𝑍 . Μπορεί να γραφεί ςε μιγαδικι μορφι ωσ 

𝑌 = 𝐺 + 𝑗𝐵 

όπου 𝐺 θ αγωγιμότθτα και 𝐵 θ επιδεκτικότθτα. Μονάδα μζτρθςθσ: Siemens 

(S). 

 

Σφνθετη αντίςταςη 



Φάςορεσ 

• Τα βιματα τθσ ανάλυςθσ ενόσ AC κυκλώματοσ είναι τα εξισ: 

 Μετατροπι του κυκλώματοσ ςτο πεδίο τθσ ςυχνότθτασ. 

 Επίλυςθ του κυκλώματοσ με χριςθ τεχνικών όπωσ αυτζσ που 

χρθςιμοποιοφνται ςτο DC. 

 Μετατροπι του φάςορα που προκφπτει ςτο πεδίο του χρόνου. 
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Παράδειγμα 1.3 
• Το ιςοδφναμο κφκλωμα ενόσ φορτίου αποτελείται από αντίςταςθ ςε ςειρά 

με αντίδραςθ. Το φορτίο τροφοδοτείται από τάςθ 

𝑢 𝑡 = 50 2 cos(100𝑡 + 30°)  V 

• Το ρεφμα που το διαρρζει είναι 

𝑖 𝑡 = 10 2 cos(100𝑡 − 23°) A 

• Να βρεκοφν οι τιμζσ των ςτοιχείων του ιςοδυνάμου. 

Απάντθςθ: 

• Tο φορτίο είναι 𝑅𝐿 γιατί το ρεφμα ζπεται τθσ τάςθσ. Άρα 

𝑍 = 𝑅 + 𝑗𝑋 

𝑍 =
𝑈 

𝐼 
=

5030°

10(−23°)
= 553° = 3 + 𝑗4  Ω 

• Επομζνωσ 

𝑅 = 3 Ω 

𝜔𝐿 = 4     100𝐿 = 4      𝐿 = 0.04 H 

 



• Ζςτω ότι θ τάςθ ςτο παρακάτω κφκλωμα είναι 

𝑢 𝑡 = 100 2 cos(1000𝑡)    V 

• Επίςθσ 𝐶 = 0.1 mF, 𝑅 = 5 Ω. Να βρεκεί θ τάςθ ςε κάκε ςτοιχείο. 

 

 

 

Απάντθςθ: 

• Ο φάςορασ τθσ τάςθσ είναι 

𝑈 = 1000° = 100   V 

• Θ ςφνκετθ αντίςταςθ είναι 

𝑍 = 5 +
1

𝑗0.1
= 5 − 𝑗10 = 11.18 −63.4°    Ω 

 

 

Παράδειγμα 1.4 

Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 24 Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ 

R

C

u(t)

i(t)



• Ο φάςορασ του ρεφματοσ είναι 

𝐼 =
𝑈 

𝑍 
=

100

11.2 −63.4°
= 8.9463.4°   A 

• Άρα 

𝑖 𝑡 = 8.94 2 cos(1000𝑡 + 63.4°)    A 

• Θ τάςθ ςτα άκρα τθσ αντίςταςθσ είναι 

𝑈 𝑅 = 𝐼 𝑅 = 5 ∙ 8.9463.4° = 44.7263.4°   V 

• Άρα  

𝑢𝑅 𝑡 = 44.72 2 cos(1000𝑡 + 63.4°)    V 

• Θ τάςθ ςτα άκρα του πυκνωτι είναι 

𝑈 𝐶 = 𝐼 𝑍 𝐶 =
𝐼 

𝑗𝜔𝐶
=
8.9463.4°

0.190°
= 89.40(−26.6°)   V 

• Άρα  

𝑢𝐶 𝑡 = 89.40 2 cos(1000𝑡 − 26.6°)    V 

 

Παράδειγμα 1.4 
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• Διανυςματικό διάγραμμα: 
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Παράδειγμα 1.4 



Νόμοι Kirchhoff ςτο πεδίο τησ ςυχνότητασ 

• Νόμοσ τάςεων του Kirchhoff : Αν 𝑢1, 𝑢2, …, 𝑢𝑛 είναι οι τάςεισ κατά μικοσ ενόσ 

κλειςτοφ βρόχου τότε 

𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 0 

• Αποδεικνφεται ότι ιςχφει και για τουσ φάςορεσ 𝑈 1, 𝑈 2, …,𝑈 𝑛  των τάςεων 

δθλαδι 

𝑈 1 + 𝑈 2 +⋯+ 𝑈 𝑛 = 0 

• Νόμοσ ρευμάτων του Kirchhoff: Αν 𝑖1, 𝑖2, …, 𝑖𝑛 είναι τα ρεφματα που 

ειςζρχονται ι εξζρχονται από μια κλειςτι επιφάνεια ςε ζνα δίκτυο τθ χρονικι 

ςτιγμι 𝑡 τότε 

𝑖1 + 𝑖2 +⋯+ 𝑖𝑛 = 0 

• Αν οι φάςορεσ των ρευμάτων είναι 𝐼 1, 𝐼 2, …,𝐼 𝑛 τότε 

𝐼 1 + 𝐼 2 +⋯+ 𝐼 𝑛 = 0 
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Διαιρζτησ τάςησ 

• Αν κεωριςουμε 𝑁 ςφνκετεσ αντιςτάςεισ 𝑍 1, 𝑍 2, …, 𝑍 𝑁 ςυνδεδεμζνεσ ςε 

ςειρά θ ιςοδφναμθ αντίςταςθ ςτα άκρα του ςυνδυαςμοφ τουσ είναι 

𝑍 = 𝑍 1 + 𝑍 2 +⋯+ 𝑍 𝑁 
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• Αν ζχουμε μόνο δφο αντιςτάςεισ ςε ςειρά κα 

είναι: 

𝑈 1 = 𝐼 𝑍 1   και   𝑈 2 = 𝐼 𝑍 2 

και 

𝑈 = 𝐼 (𝑍 1 + 𝑍 2) 

 • Με αντικατάςταςθ του ρεφματοσ από τθν τελευταία: 

𝑈 1 =
𝑍 1

(𝑍 1 + 𝑍 2)
𝑈    𝜅𝛼𝜄   𝑈 2 =

𝑍 2

(𝑍 1 + 𝑍 2)
𝑈  

Ζ1 Ζ2 

U 

U1 U2 

I



Διαιρζτησ ρεφματοσ 
• Για 𝑁 ςφνκετεσ αντιςτάςεισ 𝑍 1, 𝑍 2, …, 𝑍 𝑁 ςυνδεδεμζνεσ παράλλθλα θ 

ιςοδφναμθ αγωγιμότθτα είναι 

1

𝛧 
=

1

𝑍 1
+

1

𝑍 2
+⋯+

1

𝑍 𝑁
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• Για δφο αντιςτάςεισ ςυνδεδεμζνεσ παράλλθλα: 

𝑍 =
1

1

𝑍 1
+

1

𝑍 2

=
𝑍 1𝑍 2

𝑍 1 + 𝑍 2
 

• Επίςθσ ιςχφει ότι 

𝑈 = 𝐼 𝑍 = 𝐼 1𝑍 1 = 𝐼 2𝑍 2 

 

 

 

Ζ1 Ζ2 U 

I

I1 I2

• Με αντικατάςταςθ τθσ 𝑍 :  

𝐼 1 =
𝑍 2

𝑍 1 + 𝑍 2
𝐼    𝜅𝛼𝜄   𝐼 2 =

𝑍 1

𝑍 1 + 𝑍 2
𝐼  

 

 



• Το φορτίο του κυκλώματοσ του παρακάτω ςχιματοσ τροφοδοτείται με τάςθ 

𝑢 𝑡 = 50 2 cos𝜔𝑡  V 

• Οι τιμζσ των ςτοιχείων φαίνονται ςτο ςχιμα. Δίνεται επίςθσ ότι 𝜔 = 50 rad/s. 

Να βρεκοφν το ρεφμα τθσ πθγισ και θ πτώςθ τάςθσ ςτον εν ςειρά ςυνδυαςμό 

𝑅1, 𝐶2. 

 
C1=1 mF

C2=10 mF

R1=2 Ω
R2=6 Ω

L=0.08 H

u(t)

i(t)

uRC(t)
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Παράδειγμα 1.5 



Παράδειγμα 1.5 
Απάντθςθ: 

𝑍 𝐶1 =
1

𝑗𝜔𝐶1
=

1

𝑗50 ∙ 1 ∙ 10−3
= −𝑗20 Ω 

𝑍 𝑅1,𝐶2 = 𝑅1 +
1

𝑗𝜔𝐶2
= 2 +

1

𝑗50 ∙ 10 ∙ 10−3
= (2 − 𝑗2) Ω 

𝑍 𝑅2,𝐿 = 𝑅2 + 𝑗𝜔𝐿 = 6 + 𝑗50 ∙ 0.08 = (6 + 𝑗4) Ω 

• Θ ςυνολικι ςφνκετθ αντίςταςθ είναι 

𝑍 = 𝑍 𝐶1 + 𝑍 𝑅1,𝐶2//𝑍 𝑅2,𝐿 = −𝑗20 +
2 − 2𝑗 6 + 𝑗4

8 + 𝑗2
= 2.24 − 𝑗21.06  Ω 

• Ο φάςορασ τθσ τάςθσ είναι 

𝑈 = 500° V 

• Ο φάςορασ του ρεφματοσ τθσ πθγισ κα είναι 

𝐼 =
𝑈 

𝑍 
=

500°

2.24 − 𝑗21.06
=

500°

21.18(−83.9°)
= 2.3683.9° A 
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• Επομζνωσ το ρεφμα τθσ πθγισ κα είναι 

𝑖 𝑡 = 2.36 2 cos(𝜔𝑡 + 83.9°) A 

• Ο φάςορασ τθσ τάςθσ ςτα άκρα του εν ςειρά ςυνδυαςμοφ 𝑅1, 𝐶2 είναι 

𝑈 𝑅𝐶 = 𝑈 
𝑍 𝑅1,𝐶2//𝑍 𝑅2,𝐿

𝑍 
= 50

2.24 − 𝑗1.06

2.24 − 𝑗21.06
= 3.05 + 𝑗5 = 5.8558.6° V 

• Επομζνωσ θ τάςθ αυτι είναι 

𝑢𝑅𝐶 = 5.85 2 cos(𝜔𝑡 + 58.6°)  V 
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Παράδειγμα 1.5 



Θεώρημα υπζρθεςησ 
• Σε ζνα κφκλωμα που περιζχει πολλζσ ανεξάρτθτεσ πθγζσ μποροφμε να 

πραγματοποιιςουμε υπολογιςμοφσ κεωρώντασ ότι λειτουργεί μία από αυτζσ 

και να αγνοιςουμε τισ υπόλοιπεσ. Αν εκτελζςουμε αυτι τθ διαδικαςία για κάκε 

μία από τισ πθγζσ ξεχωριςτά και προςκζςουμε τα αποτελζςματα καταλιγουμε 

ςτο τελικό αποτζλεςμα για το κφκλωμα με όλεσ τισ πθγζσ ςε λειτουργία. 

• Οι πθγζσ που αγνοοφνται βραχυκυκλώνονται αν είναι πθγζσ τάςθσ και 

ανοιχτοκυκλώνονται αν είναι πθγζσ ρεφματοσ.  

• Προςοχι: Αν οι πθγζσ ζχουν όλεσ τθν ίδια ςυχνότθτα 𝜔 τότε εφαρμόηουμε τθν 

αρχι τθσ υπζρκεςθσ ςτο πεδίο τθσ ςυχνότθτασ. Αν ζχουν διαφορετικζσ 

ςυχνότθτεσ, τότε εξετάηουμε κάκε πθγι ξεχωριςτά και προςκζτουμε τα 

αποτελζςματα ςτο πεδίο του χρόνου. 

• Το κεώρθμα αυτό χρθςιμοποιείται για υπολογιςμό τάςεων και ρευμάτων ςε 

γραμμικά κυκλώματα, ακόμθ και αν αυτά ζχουν κυματομορφζσ με αρμονικζσ. 

• Θ αρχι τθσ υπζρκεςθσ ιςχφει για τάςεισ και ρεφματα, αλλά δεν μπορεί να 

εφαρμοςτεί άμεςα για τθν ιςχφ. 
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Παράδειγμα 1.6 

• Στο κφκλωμα του ςχιματοσ είναι 𝑅 = 20 Ω, 𝐿 = 10 mH και 

𝑢1 𝑡 = 10 2 cos𝜔𝑡    V 

𝑢2 𝑡 = 20 2 cos(5𝜔𝑡 + 30°)    V 

• Να βρεκεί το ρεφμα. Δίνεται ότι 𝑓 = 50 Hz.  

 

 

 

 

 

 

Απάντθςθ: 

• Το κφκλωμα αναλφεται για κάκε πθγι ξεχωριςτά ωσ εξισ: 
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R

L

i(t)

u1(t)

u2(t)



Παράδειγμα 1.6 

• Για 𝜔 = 2𝜋𝑓 = 100𝜋: 

𝐼 1 =
𝑈 1

𝑍 1
=

10

20 + 𝑗(100𝜋 ∙ 10 ∙ 10−3)
= 0.494 −8.9°    Α 

𝑖1 𝑡 = 0.494 2 cos(100𝜋𝑡 − 8.9°)   A 

 

• Για 𝜔 = 5 ∙ 2𝜋𝑓 = 500𝜋: 

𝐼 2 =
𝑈 2

𝑍 2
=

10

20 + 𝑗(500𝜋 ∙ 10 ∙ 10−3)
= 0.393 −38.1°    Α 

𝑖2 𝑡 = 0.393 2 cos(500𝜋𝑡 − 38.1°)   A 

 

𝑖 𝑡 = 𝑖1 𝑡 + 𝑖2 𝑡

= 0.494 2 cos(100𝜋𝑡 − 8.9°) + 0.393 2 cos(500𝜋𝑡 − 38.1°)   A 
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Παράδειγμα 1.6 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

 u
1

 u
2

 u
1
+u

2

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04

-1,5

-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

 

 

 i
1

 i
2

 i
1
+i

2



Θεωρήματα Thévenin και Norton 
• Ζνα κφκλωμα (α) που περιζχει διάφορεσ πθγζσ τάςθσ ι ρεφματοσ μπορεί να 

αντικαταςτακεί από μία πθγι τάςθσ 𝑈 ′ςε ςειρά με ςφνκετθ αντίςταςθ 𝑍 ′ ι μία 

πθγι ρεφματοσ 𝐼 ′ παράλλθλα με τθν ίδια ςφνκετθ αντίςταςθ.  

 

 

 

            (α)                                               (β)                                           (γ) 

• Με τουσ ακροδζκτεσ 1, 2 ανοιχτοκυκλωμζνουσ, οπωσ φαίνεται από το κφκλωμα 

(β), προκφπτει θ 𝑈 ′ του ιςοδυνάμου Thévenin. Με τουσ ακροδζκτεσ αυτοφσ 

ανοιχτοκυκλωμζνουσ (κφκλωμα (γ)), προκφπτει το 𝐼 ′ του ιςοδυνάμου Norton. 

• Αν τα (β) και (γ) είναι ιςοδφναμα του ίδιου κυκλώματοσ, τότε είναι ιςοδφναμα 

και μεταξφ τουσ. Επομζνωσ 

𝐼 ′ =
𝑈 ′

𝑍 ′
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Γραμμικό 
δίκτυο

1

2

Ζ '   

U ' 

1

2

I ' 

1

2

Ζ '   



• Στο παρακάτω κφκλωμα είναι 𝑅1 = 5 Ω, 𝑅2 = 3 Ω, 𝐿 = 0.04 H, 𝐶 = 2 mF. Θ 

τάςθ τθσ πθγισ είναι 

𝑢 𝑡 = 10 2 cos 100𝑡 

• Να βρεκοφν τα ιςοδφναμα Thévenin και Norton. 

 

 

 

 

Απάντθςθ: 

• Θ τάςθ ανοιχτοφ κυκλώματοσ είναι ίςθ με τθν τάςθ ςτα άκρα του εν ςειρά 

ςυνδυαςμοφ 𝑅2, 𝐿 και προκφπτει με διαιρζτθ τάςθσ ωσ εξισ: 

𝑈 𝑜𝑐 = 𝑈 
𝑅2 + 𝑗𝜔𝐿

𝑅1 + 𝑅2 + 𝑗𝜔𝐿
= 10

3 + 𝑗100 ∙ 0.04

5 + 3 + 𝑗100 ∙ 0.04
= 5.5926.6°   V 

u(t) L

CR1
R2

1

2

Παράδειγμα 1.7 
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• Το ρεφμα βραχυκυκλώματοσ προκφπτει αν βραχυκυκλώςουμε τουσ 

ακροδζκτεσ 1, 2. 

• Τότε το ρεφμα του κλάδου τθσ πθγισ είναι 

𝐼 =
𝑈 

𝑍 
=

𝑈 

𝑅1 +
(𝑅2+𝑗𝜔𝐿)(−

𝑗
𝜔𝐶

)

𝑅2 + 𝑗𝜔𝐿 −
𝑗
𝜔𝐶

=
10

5 +
(3 + 𝑗4)(−𝑗5)

3 − 𝑗

= 0.78411.3°  A 

• Αν χρθςιμοποιιςουμε διαιρζτθ ρεφματοσ βρίςκουμε το ρεφμα ςτον κλάδο 

ςτον οποίο ανικουν οι ακροδζκτεσ 1, 2. 

𝐼 𝑠𝑐 = 𝐼 
𝑅2 + 𝑗𝜔𝐿

𝑅2 + 𝑗𝜔𝐿 −
𝑗
𝜔𝐶

= 0.78411.3°
3 + 𝑗4

3 − 𝑗
= 1.24082.9°   A  

• Επομζνωσ 

𝛧 ′ =
5.5926.6°

1.24082.9°
= (2.50 − 𝑗3.75)   Ω 

 

Παράδειγμα 1.7 

Θλεκτρικά Κυκλώματα ΙΙ Δρ. Ανκοφλα Μζντθ 39 



Αςτζρασ – τρίγωνο 
• Για τθ μετατροπι από αςτζρα ςε τρίγωνο και αντίςτροφα ιςχφουν οι εξισ 

ςχζςεισ: 

 

Zb
Za

Z3

Z2Z1

Zc
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𝑍 1 =
𝑍 𝑏𝑍 𝑐

𝑍 𝑎 + 𝑍 𝑏 + 𝑍 𝑐
 

𝑍 2 =
𝑍 𝑐𝑍 𝑎

𝑍 𝑎 + 𝑍 𝑏 + 𝑍 𝑐
 

𝑍 3 =
𝑍 𝑎𝑍 𝑏

𝑍 𝑎 + 𝑍 𝑏 + 𝑍 𝑐
 

 

𝑍 𝑎 =
𝑍 1𝑍 2 + 𝑍 2𝑍 3 + 𝑍 3𝑍 1

𝑍 1
 

𝑍 𝑏 =
𝑍 1𝑍 2 + 𝑍 2𝑍 3 + 𝑍 3𝑍 1

𝑍 2
 

𝑍 𝑐 =
𝑍 1𝑍 2 + 𝑍 2𝑍 3 + 𝑍 3𝑍 1

𝑍 3
 

 



• Το φορτίο του ςχιματοσ τροφοδοτείται με τάςθ 

𝑢 𝑡 = 50 2 cos𝜔𝑡  V 

• Οι τιμζσ των ςτοιχείων φαίνονται ςτο ςχιμα. Δίνεται ότι 𝜔 = 100𝜋 rad/s .  

• Να βρεκεί το ρεφμα τθσ πθγισ ςτο κφκλωμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C1=1 mF

R4=6 Ω

R3=2 ΩL1=0.05 H

u(t)

i(t)

L2=0.01 H

L3=0.02 H

R2=2 Ω

R1=4 Ω
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Απάντθςθ: 

• Το τρίγωνο που ςχθματίηουν τα 𝑍 𝐿1, 𝑍 𝑅3, 𝑍 𝑅2𝐿2 ζχει 

𝑍 𝐿1 = 𝑗100𝜋0.05 = 𝑗15.71 Ω 

𝑍 𝑅3 = 2 Ω  

𝑍 𝑅2,𝐿2 = 2 + 𝑗100𝜋0.01 = 2 + 𝑗3.14 Ω 

• Μετατρζπεται ςε αςτζρα όπωσ φαίνεται παρακάτω: 

 

 

 

C1=1 mF

R4=6 Ω

u(t)

i(t)

L3=0.02 H

R1=4 Ω

Ζ1 Ζ2

Ζ3
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• Όπου: 

𝑍 1 =
𝑗15.71(2 + 𝑗3.14)

2 + 𝑗15.71 + 2 + 𝑗3.14
= 1.06 + 𝑗2.84 = 3.0369.5° Ω 

𝑍 2 =
(2 + 𝑗3.14)2

2 + 𝑗15.71 + 2 + 𝑗3.14
= 0.36 − 𝑗0.14 = 0.39 −21.3°  Ω 

𝑍 3 =
2𝑗15.71

2 + 𝑗15.71 + 2 + 𝑗3.14
= 1.60 + 𝑗0.34 = 1.6312° Ω 

• Θ 𝑍 1 ςυνδζεται ςε ςειρά με το 𝑅1 και θ ςυνολικι ςφνκετθ αντίςταςθ είναι 

𝑍 1
′ = 𝑍 1 + 𝑅1 = 1.06 + 𝑗2.84 + 4 = 5.06 + 𝑗2.84  Ω 

• Θ 𝑍 2 ςυνδζεται ςε ςειρά με τα 𝑅4, 𝐿3 και θ ςυνολικι ςφνκετθ αντίςταςθ 

είναι  

𝑍 2
′ = 𝑍 2 + 𝑅4 + 𝑗𝜔𝐿3 = 0.36 − 𝑗0.14 + 6 + 𝑗100π0.02

= (6.36 + 𝑗6.14) Ω 
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• Θ 𝑍 3 ςυνδζεται ςε ςειρά με το 𝐶1 και θ ςυνολικι ςφνκετθ αντίςταςθ είναι 

𝑍 3
′ = 𝑍 3 +

1

𝑗𝜔𝐶1
= 1.60 + 𝑗0.34 +

1

𝑗100π10−3
= 1.60 − 𝑗2.84  Ω 

• Θ 𝑍 2
′  ςυνδζεται παράλλθλα με τθ 𝑍 3

′  και θ ςυνολικι ςφνκετθ αντίςταςθ είναι 

𝑍 23
′ =

𝑍 2
′𝑍 3

′

𝑍 2
′ + 𝑍 3

′
=

(6.36 + 𝑗6.14) 1.60 − 𝑗2.84

6.36 + 𝑗6.14 + 1.60 − 𝑗2.84
= 2.59 − 𝑗2.11  Ω 

• Θ 𝑍 23
′  ςυνδζεται ςε ςειρά με τθ 𝑍 1

′  και θ ςυνολικι ςφνκετθ αντίςταςθ είναι 

𝑍 = 𝑍 1
′ + 𝑍 23

′ = 5.06 + 𝑗2.84 + 2.59 − 𝑗2.11 = 7.65 + 𝑗0.73  Ω 

• Ο φάςορασ του ρεφματοσ κα είναι 

𝐼 =
𝑈 

𝑍 
=

50

7.65 + 𝑗0.73
= 6.48 − 𝑗0.62 = 6.51 −5.5°  A 

• Στο πεδίο του χρόνου το ρεφμα κα είναι 

𝑖 𝑡 = 6.51 2 cos 𝜔𝑡 − 5.5°  A 
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