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1
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγή στις Ποσοτικές

Μεθόδους

Οι επιχειρήσεις λειτουργούν σε ένα περιβάλλον αστάθειας και αβεβαιότητας που δηµιουργεί διαρκώς την
ανάγκη για εκτιµήσεις ή/και προβλέψεις. Σχεδόν κάθε σύγχρονη επιχείρηση — µικρή ή µεγάλη, ιδιωτική
ή δηµόσια — κάνει εκτιµήσεις και προβλέψεις προκειµένου να πάρει αποφάσεις. Εκτιµήσεις και προ-
ϐλέψεις χρειάζονται στην οικονοµία, στο εµπόριο, στην παραγωγή, στη λήψη κυβερνητικών αποφάσεων,
και σε πολλούς άλλους τοµείς.

Συχνά τίθενται ερωτήµατα όπως: Ποια είναι τα αναµενόµενα έσοδα του κράτους τα επόµενα δύο
χρόνια ; Αν αυξηθεί η διαφηµιστική δαπάνη κατά 10%, πώς ϑα µεταβληθούν οι πωλήσεις ; Ποιοι πα-
ϱάγοντες επηρεάζουν τις µηνιαίες πωλήσεις ; Μπορούµε να προβλέψουµε τον τζίρο της επιχείρησης το
επόµενο έτος ; Τα ερωτήµατα αυτά απαντώνται µε τη χρήση ποσοτικών µεθόδων.

Ορισµός 1.1. Ποσοτικές Μέθοδοι (Quantitative Methods) είναι ένα σύνολο µαθηµατικών και
στατιστικών τεχνικών που χρησιµοποιούνται για τη µοντελοποίηση, την ανάλυση και την πρόβλεψη
ϕαινοµένων, µε σκοπό τη λήψη τεκµηριωµένων αποφάσεων στη διοίκηση επιχειρήσεων.

Η ανάπτυξη των ποσοτικών µεθόδων στηρίζεται σε µαθηµατικές και στατιστικές αρχές, ενώ η εφαρµογή
τους αφορά κάθε πεδίο ανθρώπινης δραστηριότητας που σχετίζεται µε αριθµούς και µετρήσεις. Σε αυτό
το µάθηµα εξετάζουµε δύο ϐασικές οικογένειες µεθόδων: την ανάλυση παλινδρόµησης και την ανάλυση
χρονολογικών σειρών.
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1.1 Η Ανάγκη για Εκτίµηση και Πρόβλεψη. Κεφάλαιο 1.

1.1 Η Ανάγκη για Εκτίµηση και Πρόβλεψη

1.1.1 Το Πρόβληµα της Απόφασης υπό Αβεβαιότητα

Στην επιχειρηµατική πραγµατικότητα, οι αποφάσεις λαµβάνονται συχνά υπό συνθήκες αβεβαιότητας :
το µέλλον δεν είναι γνωστό και τα στοιχεία είναι ελλιπή. Για να περιορίσουµε αυτή την αβεβαιότητα,
χρησιµοποιούµε ποσοτικές µεθόδους που εκµεταλλεύονται τα ιστορικά δεδοµένα και τις σχέσεις µεταξύ
µεταβλητών.

Παράδειγµα 1.1. ΄Ενας ∆ήµος αντιµετωπίζει το πρόβληµα των διαθέσιµων ϑέσεων στάθµευσης στην
περιοχή ευθύνης του. Προκειµένου να προγραµµατίσει έργα για την επόµενη πενταετία, οι υπε-
ύθυνοι ϑέλουν να γνωρίζουν κατά πόσο ϑα αυξηθεί η Ϲήτηση ϑέσεων στάθµευσης, λαµβάνοντας
υπόψη την αναµενόµενη αύξηση του πληθυσµού. Ο προσδιορισµός της σχέσης µεταξύ πληθυσµού
(µεταβλητή εισόδου) και Ϲήτησης (µεταβλητή εξόδου) γίνεται σηµαντικός εργαλείο για τη λήψη της
απόφασης. ■

Παράδειγµα 1.2. Η εταιρεία Brandway ϑέλει να ανοίξει ένα νέο κατάστηµα. Μέχρι τώρα, τα
διευθυντικά στελέχη επέλεγαν τοποθεσία µε υποκειµενικά κριτήρια (ϕτηνό ενοίκιο, υποκειµενική
εκτίµηση για την περιοχή). Ο νέος εµπορικός διευθυντής επιθυµεί να λάβει αποφάσεις µε αντι-
κειµενικό τρόπο: να µετρήσει τα χαρακτηριστικά των καταναλωτών σε υποψήφιες περιοχές και να
προβλέψει τις πωλήσεις µε ϐάση αυτά τα χαρακτηριστικά. ■

1.1.2 ∆ιαδικασία Εκτίµησης και Πρόβλεψης

Η ποσοτική προσέγγιση στη λήψη αποφάσεων ακολουθεί µια συγκεκριµένη µεθοδολογία :

1. ∆ιατύπωση του πραγµατικού προβλήµατος: Σαφής ορισµός του τι ϑέλουµε να εκτιµήσουµε ή
να προβλέψουµε.

2. Συλλογή δεδοµένων: Συγκέντρωση των κατάλληλων ιστορικών ή πειραµατικών δεδοµένων.
3. Μορφοποίηση ϑεωρητικού ή µαθηµατικού µοντέλου: Επιλογή της κατάλληλης ποσοτικής

µεθόδου (π.χ. γραµµική παλινδρόµηση, ανάλυση χρονοσειράς).
4. Επίλυση του προβλήµατος: Εφαρµογή του µοντέλου στα δεδοµένα και εξαγωγή της εκτίµησης ή

πρόβλεψης.
5. Επικύρωση και εφαρµογή της λύσης: Αξιολόγηση της ακρίβειας του µοντέλου και αξιοποίηση

των αποτελεσµάτων για τη λήψη απόφασης.

Παρατήρηση 1.1. Η ποσοτική µεθοδολογία δεν αντικαθιστά την κρίση του στελέχους, αλλά την εµπλου-
τίζει µε αντικειµενικά στοιχεία. Ακόµη και το καλύτερο µοντέλο δεν είναι τέλειο — πάντα υπάρχει κάποιο
σφάλµα πρόβλεψης που οφείλεται σε τυχαίους ή αδύνατο να µετρηθούν παράγοντες.
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Κεφάλαιο 1. 1.2 Σχέσεις µεταξύ Μεταβλητών.

1.2 Σχέσεις µεταξύ Μεταβλητών

Μια ϑεµελιώδης ιδέα στις ποσοτικές µεθόδους είναι ότι πολλά ϕαινόµενα εξαρτώνται από άλλα. Π.χ. οι
πωλήσεις εξαρτώνται από τους δυνητικούς πελάτες στην περιοχή, ή ο χρόνος παραµονής σε νοσοκοµείο
εξαρτάται από την ηλικία και τη διάγνωση.

Ορισµός 1.2. Μεταβλητές εισόδου (input variables) ή ανεξάρτητες µεταβλητές είναι οι µετα-
ϐλητές που χρησιµοποιούνται για να εξηγήσουν ή να προβλέψουν µια άλλη µεταβλητή. Συµβο-
λίζονται συνήθως µε x.
Μεταβλητές εξόδου (output variables) ή εξαρτηµένες µεταβλητές είναι οι µεταβλητές που ϑέλου-
µε να εξηγήσουµε ή να προβλέψουµε. Συµβολίζονται συνήθως µε y.

Για παράδειγµα, αν µελετάµε πώς οι πωλήσεις ενός καταστήµατος (y) σχετίζονται µε τον αριθµό
δυνητικών πελατών στην περιοχή (x), τότε :

• Ανεξάρτητη µεταβλητή: αριθµός δυνητικών πελατών (x).
• Εξαρτηµένη µεταβλητή: ετήσιες πωλήσεις (y).

Η ϕύση της σχέσης µεταξύ δύο µεταβλητών µπορεί να είναι :

• Καµία σχέση: Η µεταβολή του x δεν επηρεάζει συστηµατικά το y.
• Θετική γραµµική σχέση: ΄Οταν x αυξάνεται, y τείνει να αυξάνεται επίσης, µε σταθερό ϱυθµό.
• Αρνητική γραµµική σχέση: ΄Οταν x αυξάνεται, y τείνει να µειώνεται, µε σταθερό ϱυθµό.
• Καµπυλόγραµµη σχέση: Η σχέση υπάρχει, αλλά δεν είναι γραµµική (π.χ. σχήµα U ή εκθετική

αύξηση).

Το πρώτο ϐήµα για τη µελέτη της σχέσης δύο µεταβλητών είναι η κατασκευή ενός διαγράµµατος

διασποράς (scatter plot), το οποίο αποτυπώνει γραφικά τα Ϲεύγη τιµών (xi, yi) και επιτρέπει την οπτική
εκτίµηση του είδους της σχέσης.

1.3 Ιστορική Αναδροµή: Η ΄Εννοια της Παλινδρόµησης

Ο όρος παλινδρόµηση (regression) εισήχθη από τον Φρανςις Γαλτον (1822–1911), ο οποίος µελετούσε
την κληρονοµικότητα. ∆ιαπίστωσε ότι, αν και υπήρχε τάση οι ψηλοί γονείς να έχουν ψηλά παιδιά και
οι κοντοί γονείς να έχουν κοντά παιδιά, το µέσο ύψος των παιδιών τείνει να «παλινδροµεί» — δηλαδή να
κινείται — προς το µέσο ύψος του συνολικού πληθυσµού.

Με άλλα λόγια : το ύψος των παιδιών ασυνήθιστα ψηλών ή ασυνήθιστα κοντών γονέων τείνει να
πλησιάζει τον µέσο όρο του πληθυσµού. Αυτή η παρατήρηση επιβεβαιώθηκε αργότερα από τον Καρλ

Πεαρσον (1857–1936), ο οποίος ανέλυσε περισσότερες από χίλιες οικογένειες.

Παρατήρηση 1.2. Σήµερα, ο όρος «παλινδρόµηση» έχει αποκτήσει πολύ ευρύτερη σηµασία : αναφέρεται
σε κάθε µέθοδο που εκτιµά τη σχέση µεταξύ µιας εξαρτηµένης και µιας ή περισσότερων ανεξάρτητων
µεταβλητών, ανεξάρτητα από το ϕαινόµενο της «παλινδρόµησης προς τον µέσο».
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1.4 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής. Κεφάλαιο 1.

Παράδειγµα 1.3. ΄Ενα νοικοκυριό µε εισόδηµα 20.000€ ξοδεύει 74€ σε τηλεφωνικές κλήσεις,
ένα µε 25.000€ ξοδεύει 73€, ενώ ένα µε 30.000€ ξοδεύει 81€. Τα δεδοµένα αυτά υποδηλώνουν
ότι υπάρχει κάποια ϑετική σχέση µεταξύ εισοδήµατος και εξόδων τηλεφώνου. Μπορούµε να το
εκτιµήσουµε µε εξίσωση παλινδρόµησης της µορφής ŷ = 5,82 + 0,07 · x, όπου x το εισόδηµα (σε
χιλιάδες €) και y τα έξοδα τηλεφώνου (σε δεκάδες €). ■

Η ανάλυση παλινδρόµησης επιτρέπει να απαντήσουµε δύο ϑεµελιώδη ερωτήµατα:

1. Υπάρχει στατιστικά σηµαντική σχέση µεταξύ x και y;
2. Γνωρίζοντας µια τιµή του x, µπορούµε να εκτιµήσουµε ή να προβλέψουµε την αντίστοιχη τιµή του

y;

1.4 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.1. Ποιος από τους παρακάτω δεν αποτελεί ϐήµα της διαδικασίας
εκτίµησης/πρόβλεψης ;
□ ∆ιατύπωση του πραγµατικού προβλήµατος
□ Συλλογή δεδοµένων
■ Αυθαίρετη επιλογή αποτελέσµατος
□ Επικύρωση και εφαρµογή της λύσης

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.2. Ποιος ερευνητής εισήγαγε πρώτος τον όρο «παλινδρόµηση»;
□ Καρλ Πεαρσον
■ Φρανςις Γαλτον
□ Ροναλδ Φισηερ
□ Ωιλλιαµ Γοσσετ

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.3. Σε µια ανάλυση παλινδρόµησης, οι «ετήσιες πωλήσεις ενός
καταστήµατος» αποτελούν :
□ Ανεξάρτητη µεταβλητή
■ Εξαρτηµένη µεταβλητή
□ Παράµετρο του µοντέλου
□ Σφάλµα εκτίµησης
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Κεφάλαιο 1. 1.4 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής.

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.4. Το διάγραµµα διασποράς (scatter plot) χρησιµοποιείται για :
□ Την παρουσίαση αθροιστικών συχνοτήτων
■ Την οπτική εκτίµηση της σχέσης µεταξύ δύο µεταβλητών
□ Τον υπολογισµό του µέσου όρου
□ Την ανάλυση χρονοσειράς

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.5. Αν η καµπύλη σχέσης µεταξύ x και y έχει σχήµα U , τότε η
σχέση χαρακτηρίζεται ως :
□ Θετική γραµµική
□ Αρνητική γραµµική
■ Καµπυλόγραµµη
□ Καµία σχέση

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.6. Ποιο είναι το πρώτο ϐήµα στη διαδικασία ανάλυσης παλιν-
δρόµησης ;
□ Εκτίµηση των συντελεστών του µοντέλου
□ Επικύρωση του µοντέλου
■ Κατασκευή διαγράµµατος διασποράς
□ Πρόβλεψη νέων τιµών

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.7. Σύµφωνα µε τον Γαλτον, το ύψος των παιδιών πολύ ψηλών
γονέων τείνει :
□ Να είναι ακόµη µεγαλύτερο από το ύψος των γονέων
■ Να κινείται προς τον µέσο ύψος του πληθυσµού
□ Να παραµένει σταθερό
□ Να µειώνεται κάτω από το µέσο ύψος

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.8. Ποιο από τα παρακάτω δεν ανήκει στις ποσοτικές µεθόδους
που καλύπτει αυτό το µάθηµα ;
□ Γραµµική παλινδρόµηση
□ Ανάλυση χρονολογικών σειρών
■ Ανάλυση παραγόντων (Factor Analysis)
□ Εκθετική εξοµάλυνση
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1.5 Ασκήσεις. Κεφάλαιο 1.

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.9. Σε ποιο από τα παρακάτω το αποτέλεσµα της πρόβλεψης δεν
είναι ποτέ τέλεια ακριβές ;
□ Μόνο αν τα δεδοµένα είναι λίγα
■ Πάντα, λόγω τυχαίων ή µη µετρήσιµων παραγόντων
□ Μόνο αν χρησιµοποιηθεί λάθος µοντέλο
□ Μόνο σε µη γραµµικές σχέσεις

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 1.10. Ποια µεταβλητή συµβολίζεται συνήθως µε x στην ανάλυση
παλινδρόµησης ;
□ Η εξαρτηµένη µεταβλητή
■ Η ανεξάρτητη µεταβλητή
□ Το σφάλµα εκτίµησης
□ Ο συντελεστής προσδιορισµού

1.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.1 (Αναγνώριση µεταβλητών). Για κάθε ένα από τα παρακάτω Ϲεύγη µεταβλητών, προσ-
διορίστε ποια είναι ανεξάρτητη (x) και ποια εξαρτηµένη (y), και εκτιµήστε αν αναµένετε ϑετική,
αρνητική ή καµία σχέση µεταξύ τους.

i. ΄Ωρες µελέτης ανά εβδοµάδα και ϐαθµός στην εξέταση.
ii. Θερµοκρασία εξωτερικού χώρου και κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας για ϑέρµανση.
iii. Αριθµός διαφηµίσεων σε ΜΜΕ και πωλήσεις προϊόντος.
iv. Ηλικία αυτοκινήτου (σε χρόνια) και αξία µεταπώλησης (σε €).

Λύση:

i. x = ώρες µελέτης, y = ϐαθµός. Αναµένεται ϑετική σχέση: περισσότερη µελέτη τείνει να οδηγεί σε
υψηλότερο ϐαθµό.

ii. x = ϑερµοκρασία, y = κατανάλωση ηλεκτρισµού. Αναµένεται αρνητική σχέση: όσο πιο χαµηλή η
ϑερµοκρασία, τόσο µεγαλύτερη η κατανάλωση για ϑέρµανση.

iii. x = αριθµός διαφηµίσεων, y = πωλήσεις. Αναµένεται ϑετική σχέση: περισσότερη διαφήµιση τείνει
να αυξάνει τις πωλήσεις.

iv. x = ηλικία αυτοκινήτου, y = αξία µεταπώλησης. Αναµένεται αρνητική σχέση: παλαιότερα αυτο-
κίνητα έχουν χαµηλότερη αξία.

■
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Κεφάλαιο 1. 1.5 Ασκήσεις.

΄Ασκηση 1.2 (Ανάγκη για πρόβλεψη). Μια αλυσίδα σούπερ µάρκετ ϑέλει να αποφασίσει αν ϑα
ανοίξει νέο κατάστηµα σε µια περιοχή. Τα διαθέσιµα στοιχεία για κάθε υπάρχον κατάστηµα είναι :
ο αριθµός νοικοκυριών στην περιοχή, το µέσο εισόδηµα των κατοίκων, και οι ετήσιες πωλήσεις.

i. Ποιος είναι ο σκοπός της ποσοτικής ανάλυσης σε αυτή την περίπτωση ;
ii. Ποιες µεταβλητές ϑα είναι ανεξάρτητες και ποια εξαρτηµένη ;
iii. Τι είδους δεδοµένα χρειάζεται να συλλέξει η εταιρεία ;

Λύση:

i. Σκοπός : να εκτιµηθούν οι αναµενόµενες ετήσιες πωλήσεις για ένα υποψήφιο νέο κατάστηµα, ώστε
να αξιολογηθεί η οικονοµική ϐιωσιµότητά του πριν από την επένδυση.

ii. Ανεξάρτητες : αριθµός νοικοκυριών (x1) και µέσο εισόδηµα κατοίκων (x2). Εξαρτηµένη: ετήσιες
πωλήσεις (y).

iii. Χρειάζονται ιστορικά δεδοµένα από τα υπάρχοντα καταστήµατα (αριθµός νοικοκυριών, µέσο ει-
σόδηµα, πωλήσεις), ώστε να εκτιµηθεί το µοντέλο και στη συνέχεια να εφαρµοστεί στα χαρακτηρι-
στικά της νέας περιοχής.

■

΄Ασκηση 1.3 (Εντοπισµός είδους σχέσης). Για κάθε µια από τις παρακάτω περιπτώσεις, εκτιµήστε
το είδος της σχέσης (ϑετική γραµµική, αρνητική γραµµική, καµπυλόγραµµη, καµία σχέση) και
αιτιολογήστε την απάντησή σας.

i. Ο αριθµός ωρών εκπαίδευσης ενός υπαλλήλου και η παραγωγικότητά του (µέχρι ένα ορισµένο
επίπεδο, µετά σταθεροποιείται).

ii. Η τιµή ενός προϊόντος και η Ϲήτησή του.
iii. Ο αριθµός χαρτιών σε µια εκτύπωση και ο τόνος που καταναλώνεται.

Λύση:

i. Καµπυλόγραµµη (αύξηση που σταθεροποιείται): αρχικά η εκπαίδευση αυξάνει την παραγωγικότη-
τα, αλλά υπάρχει ανώτατο επίπεδο — δεν αυξάνεται απεριόριστα. Η σχέση δεν είναι γραµµική.

ii. Αρνητική σχέση: όταν η τιµή αυξάνεται, η Ϲήτηση µειώνεται (νόµος της Ϲήτησης). Η σχέση µπορεί
να είναι γραµµική ή ελαφρά καµπυλόγραµµη.

iii. Θετική γραµµική σχέση: κάθε εκτυπωµένη σελίδα καταναλώνει σταθερή ποσότητα τόνερ, οπότε η
κατανάλωση αυξάνεται γραµµικά µε τον αριθµό σελίδων.

■
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1.5 Ασκήσεις. Κεφάλαιο 1.

΄Ασκηση 1.4 (∆ιαδικασία εκτίµησης). Μια εταιρεία λογιστιςς ϑέλει να προβλέψει τον χρόνο παράδο-
σης (σε ώρες) δεµάτων µε ϐάση την απόσταση διαδροµής (σε χλµ). Περιγράψτε πλήρως τα ϐήµατα
της διαδικασίας εκτίµησης που ϑα πρέπει να ακολουθηθούν.

Λύση:

i. ∆ιατύπωση: Θέλουµε να εκτιµήσουµε τον χρόνο παράδοσης (y, ώρες) ως συνάρτηση της απόστα-
σης (x, χλµ).

ii. Συλλογή δεδοµένων: Καταγραφή ιστορικών αποστολών µε τα Ϲεύγη (απόσταση, χρόνος παράδο-
σης) για αντιπροσωπευτικό δείγµα.

iii. Κατασκευή διαγράµµατος διασποράς: Οπτική εξέταση για επιβεβαίωση ότι υπάρχει (γραµµική)
σχέση.

iv. Επιλογή και εκτίµηση µοντέλου: Εφαρµογή γραµµικής παλινδρόµησης για εκτίµηση της ε-
ξίσωσης ŷ = b0 + b1x.

v. ΄Ελεγχος ποιότητας: Αξιολόγηση του συντελεστή προσδιορισµού r2 και ελέγχος υποθέσεων.
vi. Πρόβλεψη: Χρήση της εξίσωσης για εκτίµηση χρόνου παράδοσης σε νέα αποστολή γνωστής α-

πόστασης.

■
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2
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Γραµµική Παλινδρόµηση

Στο προηγούµενο κεφάλαιο εισαγάγαµε την έννοια της σχέσης µεταξύ µεταβλητών. Σε αυτό το κεφάλαιο
εξετάζουµε αναλυτικά τη γραµµική παλινδρόµηση (linear regression), τη ϐασικότερη ποσοτική µέθοδο
για τη µοντελοποίηση γραµµικών σχέσεων. Σκοπός της είναι η εκτίµηση µιας ευθείας γραµµής που
αντιπροσωπεύει τη σχέση µεταξύ µιας εξαρτηµένης µεταβλητής y και µιας ανεξάρτητης µεταβλητής x.

2.1 Το Μοντέλο Γραµµικής Παλινδρόµησης

Ορισµός 2.1. Το µοντέλο γραµµικής παλινδρόµησης (simple linear regression model) ορίζεται
ως :

yi = β0 + β1xi + ei, i = 1, 2, . . . , n

όπου:

• yi: η τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής για την i-οστή παρατήρηση.
• xi: η τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής για την i-οστή παρατήρηση.
• β0: η τεταγµένη επί τη αρχή (intercept), η τιµή του y όταν x = 0.
• β1: η κλίση (slope), η µεταβολή του y για κάθε µονάδα αύξησης του x.
• ei: το σφάλµα ή κατάλοιπο (residual, error), που εκφράζει την απόκλιση της πραγµατικής

τιµής από την εκτιµώµενη.

Στην πράξη, δεν γνωρίζουµε τις πραγµατικές παραµέτρους β0 και β1. Τις εκτιµούµε από τα δεδοµένα
και συµβολίζουµε τις εκτιµήσεις µε b0 και b1. Η εκτιµώµενη ευθεία παλινδρόµησης είναι :

ŷ = b0 + b1x
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2.2 Εκτίµηση των Συντελεστών: Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων. Κεφάλαιο 2.

Παρατήρηση 2.1. Η τιµή ŷ (διαβάζεται «y καπέλο») είναι η εκτιµώµενη ή προβλεπόµενη τιµή του y για
δεδοµένη τιµή x, ϐάσει της εκτιµώµενης ευθείας. Το κατάλοιπο (residual) για κάθε παρατήρηση ορίζεται
ως ei = yi − ŷi.

2.2 Εκτίµηση των Συντελεστών: Μέθοδος Ελαχίστων Τε-

τραγώνων

Η πιο διαδεδοµένη µέθοδος εκτίµησης της ευθείας παλινδρόµησης είναι η µέθοδος ελαχίστων τετρα-

γώνων (Ordinary Least Squares, OLS).

Ορισµός 2.2. Η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων εκτιµά τους συντελεστές b0 και b1 επιλέγοντας
εκείνες τις τιµές που ελαχιστοποιούν το άθροισµα των τετραγώνων των καταλοίπων:

ΣΣΕ =
n∑

i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2 =

n∑
i=1

(yi − b0 − b1xi)
2 → min

Η επίλυση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης δίνει τους εξής τύπους :

b1 =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2
και b0 = ȳ − b1x̄

όπου x̄ =
1

n

∑
xi και ȳ =

1

n

∑
yi είναι οι δειγµατικοί µέσοι όροι.

Παρατήρηση 2.2. Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων πάντα διέρχεται από το σηµείο (x̄, ȳ).

Παράδειγµα 2.1. Η εταιρεία Brandway διαθέτει 14 καταστήµατα. Τα στοιχεία δυνητικών πελατών
(x, σε εκατοντάδες χιλιάδες) και ετήσιων πωλήσεων (y, σε εκατοµµύρια €) δίνονται παρακάτω:
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Κεφάλαιο 2. 2.3 Ερµηνεία της Γραµµικής Παλινδρόµησης.

Κατάστηµα ∆υνητικοί πελάτες (x) Ετήσιες πωλήσεις (y)
1 3,7 5,7
2 3,6 5,9
3 2,8 6,7
4 5,6 9,5
5 3,3 5,4
6 2,2 3,5
7 3,3 6,2
8 3,1 4,7
9 3,2 6,1
10 3,5 4,9
11 5,2 10,7
12 4,6 7,6
13 5,8 11,8
14 3,0 4,1

Η εφαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων δίνει : b1 ≈ 1,670 και b0 ≈ 0,964. ΄Αρα η εξίσωση
παλινδρόµησης είναι :

ŷ = 0,964 + 1,670 · x

Αν ένα νέο κατάστηµα ϐρίσκεται σε περιοχή µε 4 (= 400.000) δυνητικούς πελάτες, τότε οι προβλε-
πόµενες πωλήσεις είναι : ŷ = 0,964 + 1,670 · 4 = 7,644 εκ. €. ■

2.3 Ερµηνεία της Γραµµικής Παλινδρόµησης

2.3.1 Αποσύνθεση της Συνολικής Μεταβλητότητας

Για να αξιολογήσουµε πόσο καλά η εκτιµώµενη ευθεία αντιπροσωπεύει τα δεδοµένα, χρησιµοποιούµε
τρία µέτρα µεταβλητότητας :

Ορισµός 2.3. • Συνολικό άθροισµα τετραγώνων (SST — Total Sum of Squares): Μετρά τη
συνολική µεταβλητότητα του y γύρω από το µέσο ȳ:

ΣΣΤ =
n∑

i=1

(yi − ȳ)2

• ΄Αθροισµα τετραγώνων παλινδρόµησης (SSR — Regression Sum of Squares): Μετρά τη
µεταβλητότητα που εξηγεί το µοντέλο :

ΣΣΡ =
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2
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2.4 Υποθέσεις Εφαρµογής της Ανάλυσης Παλινδρόµησης. Κεφάλαιο 2.

• ΄Αθροισµα τετραγώνων σφαλµάτων (SSE — Error Sum of Squares): Μετρά τη µεταβλη-
τότητα που δεν εξηγεί το µοντέλο :

ΣΣΕ =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

Ισχύει πάντα : ΣΣΤ = ΣΣΡ + ΣΣΕ.

2.3.2 Συντελεστής Προσδιορισµού r2

Ορισµός 2.4. Ο συντελεστής προσδιορισµού (coefficient of determination) r2 ορίζεται ως :

r2 =
ΣΣΡ
ΣΣΤ

= 1− ΣΣΕ
ΣΣΤ

και εκφράζει το ποσοστό της συνολικής µεταβλητότητας του y που εξηγείται από την ανεξάρτητη
µεταβλητή x. Παίρνει τιµές 0 ≤ r2 ≤ 1.

Παρατήρηση 2.3. Ακραίες τιµές :

• Αν r2 = 1: ΄Ολες οι παρατηρήσεις ϐρίσκονται ακριβώς πάνω στην ευθεία παλινδρόµησης. Τέλεια
γραµµική σχέση.

• Αν r2 = 0: Η ανεξάρτητη µεταβλητή δεν εξηγεί καθόλου τη µεταβλητότητα του y.

• Τυπικά, επιθυµούµε r2 ≥ 0,70 για να ϑεωρείται ικανοποιητική η προσαρµογή, αν και αυτό εξαρτάται
από το πεδίο εφαρµογής.

Παράδειγµα 2.2. Για τα δεδοµένα της Brandway, το ΣΣΤ = 75,31, ΣΣΡ = 63,87, ΣΣΕ = 11,44.
΄Αρα:

r2 =
63,87

75,31
≈ 0,8479

Ερµηνεία : Το 84,79% της µεταβλητότητας των ετήσιων πωλήσεων εξηγείται από τη µεταβλητότητα
των δυνητικών πελατών. Το υπόλοιπο 15,21% οφείλεται σε άλλους παράγοντες. ■

2.4 Υποθέσεις Εφαρµογής της Ανάλυσης Παλινδρόµησης

Για να είναι έγκυρα τα αποτελέσµατα της ανάλυσης παλινδρόµησης, πρέπει να ισχύουν τέσσερις ϐασικές
υποθέσεις. Αυτές αφορούν τη ϕύση των καταλοίπων ei = yi − ŷi.
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Κεφάλαιο 2. 2.5 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής.

2.4.1 Γραµµικότητα

Η σχέση µεταξύ x και y πρέπει να είναι γραµµική. Εξετάζεται µε το διάγραµµα διασποράς των δεδοµένων
(x έναντι y) και µε το διάγραµµα καταλοίπων (x έναντι e): αν υπάρχει συστηµατικό µοτίβο (π.χ. καµπύλη)
στα κατάλοιπα, η υπόθεση παραβιάζεται.

2.4.2 Ανεξαρτησία

Τα κατάλοιπα ei πρέπει να είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους, δηλαδή η τιµή ενός καταλοίπου δεν επηρεάζει
τα υπόλοιπα. Αν τα δεδοµένα είναι χρονολογικά, η υπόθεση αυτή παραβιάζεται συχνά (αυτοσυσχέτιση).
Ελέγχεται γραφικά µε το διάγραµµα καταλοίπων έναντι της σειράς παρατήρησης.

2.4.3 Κανονικότητα

Τα κατάλοιπα ei πρέπει να ακολουθούν την κανονική κατανοµή. Ελέγχεται µε :

• Ιστόγραµµα των καταλοίπων (πρέπει να µοιάζει µε κωδωνοειδή καµπύλη).
• Θηκόγραµµα (boxplot) των καταλοίπων.
• ∆ιάγραµµα κανονικής πιθανότητας (normal probability plot): τα σηµεία πρέπει να ϐρίσκονται

κοντά σε ευθεία γραµµή.

2.4.4 ΄Ιση ∆ιασπορά (Οµοσκεδαστικότητα)

Η διασπορά των καταλοίπων πρέπει να παραµένει σταθερή για όλες τις τιµές του x. Αν η διασπορά
αυξάνεται (ή µειώνεται) µε το x, έχουµε ετεροσκεδαστικότητα. Ελέγχεται γραφικά µε το διάγραµµα ŷ
έναντι e: αν το «ϕάκελος» των καταλοίπων διευρύνεται, η υπόθεση παραβιάζεται.

Παρατήρηση 2.4. Αρχή παρεµβολής: Η εκτιµώµενη εξίσωση παλινδρόµησης είναι αξιόπιστη µόνο για
τιµές του x που ανήκουν στο διάστηµα [min(xi),max(xi)] του δείγµατος. Η εκτίµηση έξω από αυτό το
διάστηµα (εξωπολάτωση) ενέχει υψηλό κίνδυνο σφάλµατος.

2.5 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.1. Στη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων, ελαχιστοποιούµε :
□ Το άθροισµα των καταλοίπων

∑
ei

■ Το άθροισµα των τετραγώνων των καταλοίπων
∑

e2i
□ Τη µέση τιµή των yi
□ Τον συντελεστή προσδιορισµού r2
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2.5 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής. Κεφάλαιο 2.

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.2. Αν r2 = 0,84, τότε :
■ Το 84% της µεταβλητότητας του y εξηγείται από το x
□ Η κλίση b1 της ευθείας ισούται µε 0,84
□ Η συσχέτιση r ισούται µε 0,84
□ Το 84% των παρατηρήσεων ϐρίσκεται πάνω στην ευθεία

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.3. Ποιο από τα παρακάτω δεν αποτελεί υπόθεση εφαρµογής
της γραµµικής παλινδρόµησης ;
□ Γραµµικότητα
□ Ανεξαρτησία καταλοίπων
□ Κανονικότητα καταλοίπων
■ Ο µέσος όρος του x ίσος µε µηδέν

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.4. Η εξίσωση παλινδρόµησης ŷ = 2 + 3x ερµηνεύεται ως :
□ Για κάθε µονάδα αύξησης του y, το x αυξάνεται κατά 3
■ Για κάθε µονάδα αύξησης του x, το y αυξάνεται κατά 3
□ Το y είναι τριπλάσιο του x
□ Το x είναι τριπλάσιο του y µείον 2

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.5. Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων πάντα διέρχεται από:
□ Την αρχή των αξόνων (0, 0)
■ Το σηµείο (x̄, ȳ)
□ Τη µέγιστη τιµή του y
□ Τη µέγιστη τιµή του x

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.6. Αν r2 = 0, τότε :
□ Η ευθεία παλινδρόµησης είναι οριζόντια
■ Ο x δεν εξηγεί καθόλου τη µεταβλητότητα του y
□ ΄Ολα τα κατάλοιπα ισούνται µε µηδέν
□ Το ΣΣΤ ισούται µε µηδέν
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Κεφάλαιο 2. 2.6 Ασκήσεις.

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.7. Ισχύει : ΣΣΤ = ΣΣΡ + ΣΣΕ. Αν ΣΣΤ = 100 και ΣΣΕ = 20,
ποιο είναι το r2;

□ 0,20 □ 0,25 ■ 0,80 □ 1,25
Σηµείωση: ΣΣΡ = 100− 20 = 80, άρα r2 = 80/100 = 0,80.

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.8. Ετεροσκεδαστικότητα σηµαίνει ότι :
□ Τα κατάλοιπα δεν ακολουθούν κανονική κατανοµή
■ Η διασπορά των καταλοίπων δεν είναι σταθερή
□ Τα κατάλοιπα δεν είναι ανεξάρτητα
□ Η σχέση x–y δεν είναι γραµµική

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.9. Ποιο διάγραµµα χρησιµοποιείται για τον έλεγχο της κανονι-
κότητας των καταλοίπων ;
□ ∆ιάγραµµα διασποράς (x έναντι y)
■ ∆ιάγραµµα κανονικής πιθανότητας (normal probability plot)
□ Ιστόγραµµα του x
□ Θηκόγραµµα του y

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 2.10. Η χρήση εξίσωσης παλινδρόµησης για πρόβλεψη έξω από
το διάστηµα [min(xi),max(xi)] ονοµάζεται :
□ Παρεµβολή
■ Εξωπολάτωση
□ Κανονικοποίηση
□ Στάθµιση

2.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.1 (Εκτίµηση συντελεστών παλινδρόµησης). ∆ίνονται τα παρακάτω δεδοµένα για τον
αριθµό τηλεφωνικών κλήσεων (x) και τον χρόνο εξυπηρέτησης σε λεπτά (y) για 6 κλήσεις :
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2.6 Ασκήσεις. Κεφάλαιο 2.

Κλήση x y

1 2 5
2 3 8
3 5 11
4 4 9
5 6 14
6 7 16

i. Υπολογίστε x̄, ȳ, b1 και b0.
ii. Γράψτε την εξίσωση παλινδρόµησης.
iii. Εκτιµήστε το y για x = 5,5.

Λύση:

i. x̄ = (2 + 3 + 5 + 4 + 6 + 7)/6 = 27/6 = 4,5. ȳ = (5 + 8 + 11 + 9 + 14 + 16)/6 = 63/6 = 10,5.

∑
(xi−x̄)(yi−ȳ) = (−2,5)(−5,5)+(−1,5)(−2,5)+(0,5)(0,5)+(−0,5)(−1,5)+(1,5)(3,5)+(2,5)(5,5)

= 13,75 + 3,75 + 0,25 + 0,75 + 5,25 + 13,75 = 37,5∑
(xi − x̄)2 = 6,25 + 2,25 + 0,25 + 0,25 + 2,25 + 6,25 = 17,5

b1 =
37,5

17,5
≈ 2,143, b0 = 10,5− 2,143 · 4,5 ≈ 0,857

ii. ŷ = 0,857 + 2,143 · x.
iii. Για x = 5,5: ŷ = 0,857 + 2,143 · 5,5 ≈ 12,64 λεπτά.

■

΄Ασκηση 2.2 (Συντελεστής προσδιορισµού). Σε ανάλυση παλινδρόµησης µε n = 20 παρατηρήσεις
ϐρέθηκε ΣΣΤ = 400 και ΣΣΕ = 80.

i. Υπολογίστε το ΣΣΡ και τον r2.
ii. Ερµηνεύστε τον r2.
iii. Αν η τυπική απόκλιση των καταλοίπων (τυπικό σφάλµα εκτίµησης) είναι se =

√
ΣΣΕ/(n− 2),

υπολογίστε την.

Λύση:

i. ΣΣΡ = ΣΣΤ − ΣΣΕ = 400− 80 = 320. r2 = 320/400 = 0,80.
ii. Το 80% της συνολικής µεταβλητότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής εξηγείται από τη µεταβλητότητα

της ανεξάρτητης. Η προσαρµογή είναι ικανοποιητική.
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Κεφάλαιο 2. 2.6 Ασκήσεις.

iii. se =
√

80/(20− 2) =
√
80/18 =

√
4,444 ≈ 2,108.

■

΄Ασκηση 2.3 (Πρόβλεψη και αξιολόγηση µοντέλου). Μια εταιρεία µελετά τη σχέση µεταξύ των
δαπανών διαφήµισης (x, σε χιλιάδες €) και των πωλήσεων (y, σε εκατοντάδες χιλιάδες €). Από
δείγµα 10 µηνών εκτιµήθηκε η εξίσωση: ŷ = 3,2 + 0,8x, µε r2 = 0,76.

i. Ερµηνεύστε τον συντελεστή b1 = 0,8.
ii. Αν τον επόµενο µήνα η εταιρεία ξοδέψει 15 χιλιάδες € σε διαφήµιση, ποιες οι εκτιµώµενες

πωλήσεις ;
iii. Αξιολογήστε την ποιότητα του µοντέλου µε ϐάση τον r2.
iv. Αν τα ιστορικά δεδοµένα αφορούν δαπάνες από 5 έως 20 χιλιάδες €, πότε ϑα ήταν επικίνδυνο

να χρησιµοποιήσετε το µοντέλο ;

Λύση:

i. Κάθε επιπλέον χιλιάδα ευρώ σε διαφήµιση σχετίζεται µε αύξηση πωλήσεων κατά 0,8 εκατοντάδες
χιλιάδων €, δηλαδή κατά 80.000 €, κατά µέσο όρο.

ii. ŷ = 3,2 + 0,8 · 15 = 3,2 + 12 = 15,2 (δηλαδή 1.520.000 €).
iii. r2 = 0,76: το 76% της µεταβλητότητας των πωλήσεων εξηγείται από τη διαφήµιση. Η προσαρµογή

είναι αρκετά ικανοποιητική, αν και το 24% εξαρτάται από άλλους παράγοντες.
iv. Το µοντέλο είναι επικίνδυνο να χρησιµοποιηθεί για τιµές έξω από το [5, 20]: π.χ. πρόβλεψη για

x = 0 ή x = 50, καθώς δεν γνωρίζουµε αν η γραµµική σχέση ισχύει εκτός αυτού του εύρους.

■

΄Ασκηση 2.4 (΄Ελεγχος υποθέσεων παλινδρόµησης). Μετά την εκτίµηση ενός µοντέλου γραµµικής
παλινδρόµησης, εξετάζεται το διάγραµµα καταλοίπων (x έναντι ei) και παρατηρείται ότι για µικρές
τιµές του x τα κατάλοιπα είναι αρνητικά, για µέσες τιµές ϑετικά και για µεγάλες τιµές ξανά αρνητικά
(σχήµα ανεστραµµένου U ).

i. Ποια υπόθεση εφαρµογής παραβιάζεται και γιατί ;
ii. Τι ϑα προτείνατε για να ϐελτιωθεί το µοντέλο ;

Λύση:

i. Παραβιάζεται η υπόθεση γραµµικότητας. Το συστηµατικό µοτίβο (ανεστραµµένο U ) στα κατάλοιπα
υποδηλώνει ότι η σχέση x–y δεν είναι γραµµική αλλά καµπυλόγραµµη.

ii. Θα πρέπει να επεκταθεί το µοντέλο σε πολυωνυµική παλινδρόµηση (π.χ. ŷ = b0 + b1x+ b2x
2) ή να

γίνει µετασχηµατισµός µιας εκ των µεταβλητών (π.χ. λογαριθµικός).

■
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2.6 Ασκήσεις. Κεφάλαιο 2.

18



3
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Ανάλυση Χρονολογικών Σειρών Ι :

Συνιστώσες και Τάση

Στα προηγούµενα κεφάλαια εξετάσαµε τη σχέση µεταξύ δύο µεταβλητών σε στατικό χρόνο (ςροσσ-
σεςτιοναλ δατα). Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγουµε µια ϑεµελιώδη διαφορετική κατηγορία δεδοµένων:
τις χρονολογικές σειρές, στις οποίες µια µεταβλητή παρακολουθείται στο χρόνο.

3.1 Εισαγωγή στις Χρονολογικές Σειρές

Ορισµός 3.1. Χρονολογική σειρά (time series) ή χρονοσειρά είναι το σύνολο των τιµών που
παίρνει µια µεταβλητή σε διαδοχικές χρονικές στιγµές ή περιόδους. Συµβολίζεται ως xt ή x(t),
t = 1, 2, . . . , T .

Παραδείγµατα χρονολογικών σειρών : ηµερήσιος αριθµός εισαγωγών σε νοσοκοµείο, µηνιαίες πω-
λήσεις εκδοτικού οίκου, ετήσια ϑερµοκρασία Βόρειου Ηµισφαιρίου, εβδοµαδιαία κλεισίµατα χρηµατι-
στηρίου.

Παράδειγµα 3.1. Παρακάτω δίνεται ο ηµερήσιος αριθµός εισαγωγών ηλικιωµένων (+65 ετών) σε
ένα νοσοκοµείο για ένα διάστηµα δύο µηνών (Ιανουάριος–Φεβρουάριος 1991):
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3.2 Σκοπός της Ανάλυσης Χρονολογικών Σειρών. Κεφάλαιο 3.

Ηµεροµηνία Αριθµός εισαγωγών/ηµέρα
1/1/1991 8
2/1/1991 17
3/1/1991 15
4/1/1991 21

. . . . . .
28/2/1991 18

Κάθε τιµή συµβολίζεται ως x0 = 8, x1 = 17, x2 = 15, κ.λπ. ■

3.2 Σκοπός της Ανάλυσης Χρονολογικών Σειρών

Η ανάλυση χρονολογικών σειρών επιδιώκει τέσσερις ϐασικούς στόχους :

1. Περιγραφή: Πώς µεταβάλλονται οι διαδοχικές τιµές της χρονοσειράς ; Υπάρχει τάση, εποχικότητα,
κυκλικότητα ;

2. Κατανόηση–Εξήγηση: Για ποιο λόγο µεταβάλλονται µε αυτόν τον τρόπο ; Ποιοι παράγοντες τις
επηρεάζουν ;

3. Πρόβλεψη: Μπορούµε να εκτιµήσουµε την τιµή της χρονοσειράς για µια µελλοντική χρονική
στιγµή ;

4. ΄Ελεγχος: Τι µπορούµε να κάνουµε ώστε να «ελέγξουµε» τις µελλοντικές τιµές της χρονοσειράς ;

3.3 Συνιστώσες Χρονολογικής Σειράς

Στην κλασική προσέγγιση ανάλυσης χρονοσειρών, υποθέτουµε ότι κάθε τιµή xt µπορεί να αποσυντεθεί
σε τέσσερις συνιστώσες.

Ορισµός 3.2. Οι τέσσερις συνιστώσες µιας χρονολογικής σειράς είναι :

• Τάση T (t) (Trend): Η µακροχρόνια «γενική κίνηση» της χρονοσειράς. Μπορεί να είναι ανοδι-
κή, καθοδική ή σταθερή. Αν οι τιµές µεταβάλλονται γύρω από µια σταθερή τιµή, η χρονοσειρά
λέγεται στάσιµη (stationary).

• Κυκλική συνιστώσα C(t) (Cyclical): Κυµατοειδής µεταβολή γύρω από την τάση µε περίοδο
µεγαλύτερη του έτους (π.χ. οικονοµικοί κύκλοι 4–10 ετών). Οι κυκλικές επαναλήψεις δεν
εµφανίζονται µε σταθερό χρονικό ϐήµα.

• Εποχική συνιστώσα S(t) (Seasonality): Κυκλική συνιστώσα µε περίοδο ίση ή µικρότερη
του έτους. Προκαλείται από εποχικούς παράγοντες (π.χ. αυξηµένες πωλήσεις ϐιβλίων τον
Σεπτέµβριο).

• Τυχαία συνιστώσα I(t) (Irregular, Noise): Η ακανόνιστη τυχαία µεταβλητότητα που δεν
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Κεφάλαιο 3. 3.4 Υποδείγµατα Αποσύνθεσης.

µπορεί να αποτελέσει µέρος καµίας άλλης συνιστώσας.

3.4 Υποδείγµατα Αποσύνθεσης

Υπάρχουν δύο ϐασικοί τρόποι συνδυασµού των τεσσάρων συνιστωσών.

3.4.1 Προσθετικό Υπόδειγµα

xt = T (t) + C(t) + S(t) + I(t)

Στο προσθετικό υπόδειγµα, όλες οι συνιστώσες εκφράζονται στην ίδια µονάδα µέτρησης µε τη µε-
ταβλητή x. Χρησιµοποιείται όταν η εποχική συνιστώσα παραµένει σταθερή σε µέγεθος ανεξαρτήτως
επιπέδου τάσης.

3.4.2 Πολλαπλασιαστικό Υπόδειγµα

xt = T (t) · C(t) · S(t) · I(t)

Στο πολλαπλασιαστικό υπόδειγµα, µόνο η T εκφράζεται στην ίδια µονάδα µε x· οι υπόλοιπες συ-
νιστώσες είναι δείκτες (αδιάστατοι αριθµοί γύρω από την τιµή 1). Χρησιµοποιείται όταν η εποχική
συνιστώσα µεταβάλλεται ανάλογα µε την τάση (µεγαλώνει όταν η τάση είναι ανοδική, µικραίνει όταν
είναι καθοδική).

Παρατήρηση 3.1. Το πρώτο ϐήµα στην ανάλυση χρονολογικής σειράς είναι πάντα η γραφική παράσταση
των τιµών: το γράφηµα ΧΣ αποκαλύπτει τα χαρακτηριστικά της (τάση, εποχικότητα) και καθορίζει την
κατάλληλη µέθοδο ανάλυσης.

3.5 Εκτίµηση της Τάσης

3.5.1 Μέθοδοι Εκτίµησης

Υπάρχουν τρεις ϐασικές µέθοδοι εκτίµησης της τάσης T (t):

1. Χειροκίνητη χάραξη: Σχεδιασµός ευθείας ή καµπύλης «µε το χέρι» στο γράφηµα. Χρησιµοποιε-
ίται µόνο όταν δεν υπάρχουν καλύτερα µέσα.

2. Ανάλυση παλινδρόµησης (παραµετρική εκτίµηση): Εφαρµογή γραµµικής ή πολυωνυµικής πα-
λινδρόµησης µε ανεξάρτητη µεταβλητή τον χρόνο t.

3. Κινητοί µέσοι (µη παραµετρική εκτίµηση): Εξοµάλυνση ϐραχυχρόνιων διακυµάνσεων (ϐλ. Κε-
ϕάλαιο 4).

21



3.6 ∆είκτης Εποχικότητας. Κεφάλαιο 3.

3.5.2 Παραµετρικά Υποδείγµατα Τάσης

Χρησιµοποιώντας ανάλυση παλινδρόµησης µε t = 1, 2, . . . , T :

• Γραµµικό: xt = β0 + β1 · t+ et

• Εκθετικό: xt = β0 · βt
1 + et

• Πολυωνυµικό: xt = β0 + β1t+ β2t
2 + β3t

3 + · · ·+ et

Η επιλογή του κατάλληλου υποδείγµατος ϐασίζεται στο γράφηµα της χρονοσειράς και στη σύγκριση
των δεικτών ποιότητας (π.χ. r2, ΜΣΕ).

3.6 ∆είκτης Εποχικότητας

Ορισµός 3.3. Ο δείκτης εποχικότητας (seasonal index) παρουσιάζει την έκταση της εποχικής
επίδρασης σε µια συγκεκριµένη χρονική περίοδο. Μετρά κατά πόσο η µέση τιµή µιας ορισµένης
περιόδου είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη από τη συνολική µέση τιµή.

Αν Di είναι η µέση τιµή της i-οστής περιόδου (π.χ. µήνα) και D̄ η συνολική µέση τιµή:

S
(×)
i =

Di

D̄
(πολλαπλασιαστικός δείκτης) και S

(+)
i = Di − D̄ (προσθετικός δείκτης)

Παρατήρηση 3.2. Οι πολλαπλασιαστικοί δείκτες εποχικότητας Si αθροίζουν στον αριθµό των περιόδων
(π.χ. 12 για µηνιαία δεδοµένα). Οι προσθετικοί αθροίζουν στο µηδέν.

Παράδειγµα 3.2. Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τις µηνιαίες πωλήσεις (σε χιλιάδες €) ενός εκδοτικού
οίκου για 4 έτη:

΄Ετος Ιαν Φεβ Μαρ Απρ Μάι Ιουν Ιουλ Αυγ Σεπ Οκτ Νοε ∆εκ
1 196 188 192 164 140 120 112 140 160 168 192 200
2 200 188 192 164 140 122 132 144 176 168 196 194
3 196 212 202 180 150 140 156 144 164 186 200 230
4 242 240 196 220 200 192 176 184 204 228 250 260

Η συνολική µέση µηνιαία τιµή είναι D̄ = 182,08. Ο δείκτης εποχικότητας Ιανουαρίου (πολλαπλα-
σιαστικός):

DΙαν =
196 + 200 + 196 + 242

4
= 208,5 ⇒ S

(×)
Ιαν =

208,5

182,08
≈ 1,15

Ερµηνεία : Τον Ιανουάριο, οι πωλήσεις είναι κατά 15% υψηλότερες από τον ετήσιο µέσο όρο.
Αντίθετα, ο Ιούλιος έχει δείκτη SΙουλ = 0,79, δηλαδή οι πωλήσεις είναι 21% χαµηλότερες από τον
µέσο. ■
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Κεφάλαιο 3. 3.7 Πρόβλεψη µε Τάση και Εποχικότητα.

3.7 Πρόβλεψη µε Τάση και Εποχικότητα

Ορισµός 3.4. Η ΜΣΕ (Mean Squared Error) αξιολογεί την ακρίβεια πρόβλεψης:

ΜΣΕ =

∑
(x̂t − xt)

2

n

Μικρότερη ΜΣΕ σηµαίνει καλύτερη προσαρµογή του µοντέλου.

Η συνολική διαδικασία πρόβλεψης µε τάση και εποχικότητα συνοψίζεται σε τρία ϐήµατα:

1. Βήµα 1: Υπολογισµός της µελλοντικής τάσης χρησιµοποιώντας την εκτιµώµενη εξίσωση τάσης.
2. Βήµα 2: Πολλαπλασιασµός (ή πρόσθεση) της τιµής τάσης µε τον δείκτη εποχικότητας της αντίστοι-

χης περιόδου.
3. Βήµα 3 (προαιρετικά): Πολλαπλασιασµός (ή πρόσθεση) µε τον δείκτη κυκλικότητας, αν αυτός

εκτιµάται.

Παράδειγµα 3.3. Συνεχίζοντας το παράδειγµα του εκδοτικού οίκου, εκτιµάται πολυωνυµικό υ-
πόδειγµα 2ου ϐαθµού για την τάση (χρησιµοποιώντας τους ετήσιους µέσους όρους x̄1 = 164,
x̄2 = 168, x̄3 = 180, x̄4 = 216):

T̂ (t) = 180,75− 23,717t+ 8,0833t2

Για το 5ο έτος (t = 5): T̂ (5) = 180,75− 118,585 + 202,08 ≈ 264,25.
Πρόβλεψη για τον Ιούλιο του 5ου έτους :

• Πολλαπλασιαστικό : 264,25× 0,79 ≈ 209 χιλιάδες €.

• Προσθετικό (S(+)
Ιουλ = −38,08): 264,25 + (−38,08) ≈ 226 χιλιάδες €.

Σύγκριση ΜΣΕ : Προσθετικό (77,01) ῾ Πολλαπλασιαστικό (92,39), άρα το προσθετικό υπόδειγµα
εφαρµόζεται καλύτερα σε αυτά τα δεδοµένα. ■

3.8 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.1. Ποιο είναι το πρώτο ϐήµα στην ανάλυση µιας χρονολογικής
σειράς ;
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3.8 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής. Κεφάλαιο 3.

□ Εκτίµηση των δεικτών εποχικότητας
■ Γραφική παράσταση της χρονοσειράς
□ Επιλογή του υποδείγµατος (προσθετικό ή πολλαπλασιαστικό)
□ Υπολογισµός κινητών µέσων

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.2. Ποια συνιστώσα χρονοσειράς αντιπροσωπεύει επαναλαµβα-
νόµενες κυµάνσεις µε περίοδο µεγαλύτερη του έτους ;
□ Τάση
■ Κυκλική
□ Εποχική
□ Τυχαία

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.3. Στο προσθετικό υπόδειγµα xt = T +C+S+ I, το άθροισµα
των µηνιαίων προσθετικών δεικτών εποχικότητας ισούται µε :

□ 1 □ 12 ■ 0 □ T

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.4. Αν ο δείκτης εποχικότητας Αυγούστου (πολλαπλασιαστικός)
είναι SΑυγ = 0,75, τότε :
■ Τον Αύγουστο οι τιµές είναι κατά 25% χαµηλότερες από τον ετήσιο µέσο
□ Τον Αύγουστο οι τιµές είναι κατά 75% χαµηλότερες από τον ετήσιο µέσο
□ Τον Αύγουστο οι τιµές είναι κατά 25% υψηλότερες από τον ετήσιο µέσο
□ ∆εν υπάρχει εποχικότητα τον Αύγουστο

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.5. Ποιο υπόδειγµα επιλέγεται όταν η εποχική συνιστώσα αυ-
ξάνεται ανάλογα µε την τάση ;
□ Προσθετικό
■ Πολλαπλασιαστικό
□ Γραµµικό
□ Εκθετικό
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Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.6. Μια χρονοσειρά είναι στάσιµη (stationary) όταν :
□ ΄Εχει έντονη εποχικότητα
■ Οι τιµές µεταβάλλονται γύρω από µια σταθερή αναµενόµενη τιµή
□ Η τάση είναι γραµµικά αυξητική
□ Η τυχαία συνιστώσα είναι µηδενική

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.7. Το κριτήριο ΜΣΕ χρησιµοποιείται για :
□ Τον υπολογισµό της τάσης
□ Τον προσδιορισµό των δεικτών εποχικότητας
■ Τη σύγκριση ακρίβειας διαφορετικών µοντέλων πρόβλεψης
□ Τον έλεγχο κανονικότητας

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.8. Ο δείκτης εποχικότητας Di/D̄ χρησιµοποιείται στο :
■ Πολλαπλασιαστικό υπόδειγµα
□ Προσθετικό υπόδειγµα
□ Και στα δύο
□ Σε κανένα από τα δύο

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.9. Ποιο παραµετρικό υπόδειγµα τάσης εκφράζει αύξηση µε
σταθερό απόλυτο ϱυθµό;
■ Γραµµικό: xt = β0 + β1t
□ Εκθετικό : xt = β0 · βt

1

□ Τετραγωνικό : xt = β0 + β1t+ β2t
2

□ Κανένα από τα παραπάνω

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 3.10. Σε ποιο ϐήµα της πρόβλεψης χρησιµοποιείται ο δείκτης
εποχικότητας ;
□ Βήµα 1 (υπολογισµός τάσης)
■ Βήµα 2 (προσαρµογή για εποχικότητα)
□ Βήµα 3 (προσαρµογή για κυκλικότητα)
□ Σε κανένα ϐήµα
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3.9 Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.1 (Αναγνώριση συνιστωσών). Εξετάστε τις παρακάτω χρονοσειρές και αναγνωρίστε ποιες
συνιστώσες πιθανώς υπάρχουν (τάση, κυκλική, εποχική, τυχαία):

i. Μηνιαίες πωλήσεις χριστουγεννιάτικων στολιδιών για 10 χρόνια.
ii. Ετήσιο ΑΕΠ χώρας για 30 χρόνια, µε εµφανείς οικονοµικές κρίσεις κάθε 7–10 χρόνια.
iii. Ηµερήσια ϑερµοκρασία για ένα χρόνο.
iv. Εβδοµαδιαίες πωλήσεις ενός σούπερ µάρκετ χωρίς εποχικά προϊόντα.

Λύση:

i. Εποχική (Νοέµβριος–∆εκέµβριος) + τάση (αν η αγορά αναπτύσσεται) + τυχαία. Πολύ έντονη εποχι-
κότητα.

ii. Τάση (ανοδική µακροπρόθεσµα) + κυκλική (οικονοµικοί κύκλοι 7–10 ετών) + τυχαία. Πιθανώς
αµελητέα εποχική συνιστώσα σε ετήσια δεδοµένα.

iii. Εποχική (ϑερµό καλοκαίρι, κρύος χειµώνας) + τυχαία (καιρικές µεταβολές). Η τάση είναι ουσια-
στικά µηδενική σε ένα µόνο χρόνο.

iv. Τάση (αν η επιχείρηση αναπτύσσεται) + τυχαία. Χωρίς εποχικότητα εκ ορισµού. Πιθανή εβδοµα-
διαία κυκλικότητα (π.χ. Σαββατοκύριακο).

■

΄Ασκηση 3.2 (∆είκτης εποχικότητας). ΄Ενα ξενοδοχείο παρουσιάζει τα παρακάτω τριµηνιαία έσοδα
(σε χιλιάδες €) για 3 έτη :

΄Ετος Α΄ τρίµηνο Β΄ τρίµηνο Γ΄ τρίµηνο ∆΄ τρίµηνο
1 80 120 200 100
2 90 130 220 110
3 100 140 240 120

i. Υπολογίστε τον τριµηνιαίο µέσο για κάθε τρίµηνο και τον συνολικό µέσο.
ii. Υπολογίστε τον πολλαπλασιαστικό δείκτη εποχικότητας για κάθε τρίµηνο.
iii. Ερµηνεύστε τον δείκτη του Γ΄ τριµήνου.

Λύση:

i. Τριµηνιαίοι µέσοι :

• DΑ = (80 + 90 + 100)/3 = 90

• DΒ = (120 + 130 + 140)/3 = 130

• DΓ = (200 + 220 + 240)/3 = 220
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• D∆ = (100 + 110 + 120)/3 = 110

Συνολικός µέσος : D̄ = (90 + 130 + 220 + 110)/4 = 550/4 = 137,5.
ii. ∆είκτες εποχικότητας : SΑ = 90/137,5 = 0,655, SΒ = 130/137,5 = 0,945, SΓ = 220/137,5 = 1,600,

S∆ = 110/137,5 = 0,800. ΄Ελεγχος : 0,655 + 0,945 + 1,600 + 0,800 = 4,00.
iii. SΓ = 1,60: Το Γ΄ τρίµηνο (καλοκαίρι) τα έσοδα είναι κατά 60% υψηλότερα από τον ετήσιο τριµηνιαίο

µέσο. Αυτό αντικατοπτρίζει την έντονη τουριστική εποχή.

■

΄Ασκηση 3.3 (Εκτίµηση τάσης και πρόβλεψη). Τα ετήσια έσοδα (σε εκατοµµύρια €) µιας εταιρείας
για 5 χρόνια είναι :

΄Ετος (t) ΄Εσοδα (xt)
1 10
2 13
3 17
4 22
5 28

i. Χρησιµοποιώντας γραµµική παλινδρόµηση, εκτιµήστε την εξίσωση τάσης.
ii. Προβλέψτε τα έσοδα για t = 6 και t = 7.
iii. Σχολιάστε κατά πόσο η γραµµική τάση είναι ο κατάλληλος τύπος για αυτά τα δεδοµένα.

Λύση:

i. t̄ = 3, x̄ = (10 + 13 + 17 + 22 + 28)/5 = 90/5 = 18.∑
(ti− t̄)(xi− x̄) = (−2)(−8)+(−1)(−5)+(0)(−1)+(1)(4)+(2)(10) = 16+5+0+4+20 = 45∑

(ti − t̄)2 = 4 + 1 + 0 + 1 + 4 = 10

b1 = 45/10 = 4,5, b0 = 18− 4,5 · 3 = 4,5. Εξίσωση: x̂t = 4,5 + 4,5t.
ii. x̂6 = 4,5 + 4,5 · 6 = 31,5 εκ. €. x̂7 = 4,5 + 4,5 · 7 = 36,0 εκ. €.
iii. Τα πραγµατικά δεδοµένα (10, 13, 17, 22, 28) παρουσιάζουν επιταχυνόµενη αύξηση (οι αυξήσεις 3,

4, 5, 6 µεγαλώνουν). Αυτό υποδηλώνει ότι ένα τετραγωνικό ή εκθετικό υπόδειγµα ίσως ταιριάζει
καλύτερα από το γραµµικό.

■
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4
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Ανάλυση Χρονολογικών Σειρών ΙΙ :

Εξοµάλυνση και Πρόβλεψη

Στο προηγούµενο κεφάλαιο εξετάσαµε την κλασική αποσύνθεση χρονοσειρών σε συνιστώσες και εκτι-
µήσαµε την τάση και την εποχικότητα. Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουµε µεθόδους εξοµάλυνσης

χρονοσειρών για την αντιµετώπιση της τυχαίας συνιστώσας, καθώς και τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης

ως εργαλείο ανάλυσης.

4.1 Εξοµάλυνση Χρονολογικής Σειράς

Ορισµός 4.1. Εξοµάλυνση (smoothing) ή λείανση µιας χρονοσειράς είναι η διαδικασία µε την
οποία απαλείφουµε τις τυχαίες διακυµάνσεις («ακανόνιστες» ακραίες τιµές) από µια χρονοσειρά,
ώστε να αναδειχθούν καλύτερα οι άλλες συνιστώσες της (τάση, εποχικότητα).

Η παρουσία της τυχαίας µεταβλητότητας συγκαλύπτει τις άλλες συνιστώσες και δυσκολεύει την ανα-
γνώρισή τους. Η εξοµάλυνση αποτελεί έναν από τους απλούστερους τρόπους για τη µείωση αυτής της
τυχαίας µεταβλητότητας.

Οι κύριες τεχνικές εξοµάλυνσης είναι :

1. Κινητός µέσος (Moving Average).
2. Απλή εκθετική εξοµάλυνση (Simple Exponential Smoothing).
3. ∆ιπλή εκθετική εξοµάλυνση (Double Exponential Smoothing).
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4.2 Κινητός Μέσος

Ορισµός 4.2. Ο κινητός µέσος (moving average) τάξης k (ΜΑ(k)) υπολογίζεται αντικαθιστώντας
κάθε τιµή της χρονοσειράς µε τον αριθµητικό µέσο k διαδοχικών τιµών (το «παράθυρο» εξοµάλυνσης):

ΜΑt(k) =
xt−m + · · ·+ xt + · · ·+ xt+m

k

όπου m = (k − 1)/2 για περιττό k.

Παράδειγµα 4.1. Στη χρονοσειρά εισαγωγών νοσοκοµείου (8, 17, 15, 21, 8, 9, 17, 19, 23, 15, 15, 7, 9, 19, 15, . . .):

• ΜΑ3(3/1/1991) = (8 + 17 + 15)/3 = 13,33

• ΜΑ3(4/1/1991) = (17 + 15 + 21)/3 = 17,67

• ΜΑ5(5/1/1991) = (8 + 17 + 15 + 21 + 8)/5 = 13,80

■

4.2.1 Επιλογή πλάτους k

• Για χρονοσειρές χωρίς εποχικότητα: µικρό k (2–5) συνήθως επαρκεί.
• Για χρονοσειρές µε εποχικότητα: επιλέγεται k ίσο µε το µήκος του εποχικού κύκλου (π.χ. k = 12

για µηνιαία δεδοµένα).
• Μεγάλα k αφαιρούν καλύτερα την τυχαία συνιστώσα, αλλά η εξοµάλυνση είναι λιγότερο «ευαίσθητη»

σε αλλαγές της χρονοσειράς.

4.2.2 Πλεονεκτήµατα και Μειονεκτήµατα

Ο κινητός µέσος :

✓ Απαλείφει την κυκλική, εποχική και τυχαία συνιστώσα.
× Οδηγεί σε απώλεια δεδοµένων στην αρχή και στο τέλος της χρονοσειράς (δεν υπολογίζεται για τις

πρώτες και τελευταίες m παρατηρήσεις).
× Παρουσιάζει ευαισθησία στις ακραίες τιµές.

4.3 Απλή Εκθετική Εξοµάλυνση

Ο κινητός µέσος δίνει ίσα ϐάρη σε όλες τις k τιµές του παραθύρου και µηδενικά ϐάρη σε παλαιότερες
τιµές. Η εκθετική εξοµάλυνση επιλύει αυτό το πρόβληµα δίνοντας ϕθίνουσα ϐαρύτητα σε παλαιότερες
τιµές.
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Ορισµός 4.3. Η απλή εκθετική εξοµάλυνση (Simple Exponential Smoothing) ορίζεται ως :

st = α · xt + (1− α) · st−1, t ≥ 2

µε s1 = x1, όπου:

• xt: η τιµή της χρονοσειράς τη στιγµή t.
• st: η εξοµαλυµένη τιµή τη στιγµή t.
• α: ο συντελεστής εξοµάλυνσης ή απόσβεσης, 0 ≤ α ≤ 1.

Αναπτύσσοντας αναδροµικά, αποδεικνύεται ότι :

st = αxt + α(1− α)xt−1 + α(1− α)2xt−2 + · · ·+ (1− α)tx0

Κάθε εξοµαλυµένη τιµή λαµβάνει υπόψη όλες τις προηγούµενες τιµές της χρονοσειράς, αλλά µε ϐαρύτη-
τα που ϕθίνει εκθετικά όσο πηγαίνουµε πίσω στον χρόνο.

4.3.1 Σηµασία του Συντελεστή α

• Αν α = 0: η τρέχουσα παρατήρηση αγνοείται τελείως· st = st−1.
• Αν α = 1: αγνοούνται όλες οι παρελθοντικές τιµές· st = xt.
• Μικρές τιµές α: µεγάλη εξοµάλυνση (η χρονοσειρά «ισοπεδώνεται»).
• Μεγάλες τιµές α: µικρή εξοµάλυνση (η εξοµαλυµένη τιµή ακολουθεί στενά τα δεδοµένα).

Παράδειγµα 4.2. Για τη χρονοσειρά εισαγωγών νοσοκοµείου και α = 0,1 ς α = 0,5:

Ηµεροµηνία xt st (α = 0,1) st (α = 0,5)
1/1/1991 8 8,00 8,00
2/1/1991 17 8,90 12,50
3/1/1991 15 9,51 13,75
4/1/1991 21 10,66 17,38
5/1/1991 8 10,39 12,69

Με α = 0,1: η εξοµαλυµένη τιµή µεταβάλλεται αργά και αντικατοπτρίζει µια µακροχρόνια τάση.
Με α = 0,5: η εξοµαλυµένη τιµή αντιδρά πιο γρήγορα στις πρόσφατες αλλαγές. ■

4.4 ∆ιπλή Εκθετική Εξοµάλυνση

Η απλή εκθετική εξοµάλυνση δεν είναι αποτελεσµατική όταν η χρονοσειρά έχει τάση. Στην περίπτωση
αυτή χρησιµοποιείται η διπλή εκθετική εξοµάλυνση.
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Ορισµός 4.4. Η διπλή εκθετική εξοµάλυνση (Double Exponential Smoothing) ή µέθοδος Holt
χρησιµοποιεί δύο εξισώσεις :

st = αxt + (1− α)(st−1 + Tt−1)

Tt = γ(st − st−1) + (1− γ)Tt−1

µε αρχικές τιµές s1 = x1 και T1 = x1 − x0, όπου:

• st: εξοµαλυµένη επίπεδο (level).
• Tt: εξοµαλυµένη εκτίµηση της τάσης (trend).
• γ: ο συντελεστής εξοµάλυνσης της τάσης, 0 ≤ γ ≤ 1.

Η πρόβλεψη m ϐήµατα µπροστά δίνεται από:

x̂t+m = st +m · Tt

4.5 Επιλογή Μεθόδου Πρόβλεψης

Ο παρακάτω πίνακας συνοψίζει πότε χρησιµοποιείται κάθε µέθοδος :

Μέθοδος Κατάλληλη για Ορίζοντας

Ανάλυση τάσης Σταθερή τάση, χωρίς εποχικότητα Μακρύς
Προσθετικό υπόδειγµα Σταθερή εποχική συνιστώσα Μακρύς
Πολλαπλασιαστικό υπόδειγµα Μεταβαλλόµενη εποχική συνιστώσα Μακρύς
Κινητοί µέσοι Χωρίς τάση και εποχικότητα Βραχύς
Απλή εκθετική εξοµάλυνση Χωρίς τάση και εποχικότητα Βραχύς
∆ιπλή εκθετική εξοµάλυνση Με τάση, χωρίς εποχικότητα Βραχύς

4.6 Αυτοσυσχέτιση

Ορισµός 4.5. Αυτοσυσχέτιση (autocorrelation) είναι η συσχέτιση (εξάρτηση) µεταξύ των διαδο-
χικών τιµών µιας χρονοσειράς. Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (Autocorrelation Function, ACF)
υπολογίζει τη συσχέτιση µεταξύ της χρονοσειράς xt και της ίδιας χρονοσειράς µετατοπισµένης κατά
k χρονικές περιόδους (υστέρηση ή lag k):

rk =

∑T
t=k+1(xt − x̄)(xt−k − x̄)∑T

t=1(xt − x̄)2

Παρατήρηση 4.1. Η Α῝Φ παίρνει τιµές −1 ≤ rk ≤ 1:
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• r1 µεγάλη: κάθε τιµή συσχετίζεται ισχυρά µε την αµέσως προηγούµενη (π.χ. ηµερήσιες ϑερµοκρασίες).

• r12 µεγάλη (µηνιαία δεδοµένα): κάθε µηνιαία τιµή συσχετίζεται ισχυρά µε την τιµή του ίδιου µήνα του
προηγούµενου έτους — ένδειξη εποχικότητας.

• Αν οι rk είναι κοντά στο µηδέν για όλα τα k: τυχαία χρονοσειρά (λευκός ϑόρυβος).

Το γράφηµα αυτοσυσχετίσεων (correlogram) παρουσιάζει τις τιµές rk για k = 1, 2, . . . και ϐοηθά
στη διερεύνηση της εσωτερικής δοµής της χρονοσειράς.

Παράδειγµα 4.3. Για τη µηνιαία χρονοσειρά επιβατών αεροπορικών εταιρειών 1949–1960 (Box &
Jenkins):

• Η r1 είναι πολύ µεγάλη (ισχυρή συσχέτιση διαδοχικών µηνών).
• Η r12 είναι επίσης µεγάλη (εποχικότητα: κορυφή κάθε καλοκαίρι).
• Η Α῝Φ ϕθίνει αργά: ένδειξη ισχυρής ανοδικής τάσης.

■

4.7 Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.1. Σκοπός της εξοµάλυνσης µιας χρονοσειράς είναι :
□ Η αύξηση της τυχαίας µεταβλητότητας
■ Η απάλειψη των τυχαίων διακυµάνσεων για ανάδειξη των άλλων συνιστωσών
□ Η εκτίµηση των δεικτών εποχικότητας
□ Η πρόβλεψη µακροπρόθεσµης τάσης

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.2. Ο κινητός µέσος ΜΑ(5) για t = 5 υπολογίζεται ως µέσος των :
□ Τελευταίων 5 τιµών: x1, x2, x3, x4, x5
■ Τιµών x3, x4, x5, x6, x7 (κεντροποιηµένος)
□ Μόνο των τιµών x4 και x6
□ Τελευταίων 5 τιµών Ϲυγισµένων µε α Σηµείωση: Για τον κεντροποιηµένο ΜΑ(5) στη ϑέση t = 5 χρησιµοποιούνται οι x3, x4, x5, x6, x7.

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.3. Με α = 0,9 στην απλή εκθετική εξοµάλυνση:
■ Η εξοµαλυµένη τιµή ακολουθεί στενά τα πρόσφατα δεδοµένα
□ Επιτυγχάνεται µεγάλη εξοµάλυνση
□ Αγνοούνται πλήρως οι πρόσφατες τιµές
□ Η εξοµαλυµένη τιµή ισούται µε τον αριθµητικό µέσο
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Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.4. Ποιο µειονέκτηµα έχει ο κινητός µέσος σε σχέση µε την
εκθετική εξοµάλυνση ;
□ Είναι πιο πολύπλοκος στον υπολογισµό
■ Οδηγεί σε απώλεια δεδοµένων στην αρχή και στο τέλος
□ ∆εν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για εποχικά δεδοµένα
□ ∆ίνει µεγαλύτερο ϐάρος στις παλαιότερες τιµές

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.5. Η διπλή εκθετική εξοµάλυνση χρησιµοποιείται όταν η χρο-
νοσειρά:
□ ∆εν έχει τάση και δεν έχει εποχικότητα
■ ΄Εχει τάση αλλά δεν έχει εποχικότητα
□ ΄Εχει εποχικότητα αλλά δεν έχει τάση
□ ΄Εχει και τάση και εποχικότητα

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.6. Η αυτοσυσχέτιση r12 σε µηνιαία δεδοµένα µετρά τη συσχέτιση
µεταξύ:
□ ∆ύο διαδοχικών µηνών
■ Κάθε µήνα και της αντίστοιχης τιµής ένα χρόνο νωρίτερα
□ Κάθε τιµής και του µέσου όρου
□ ∆ύο γειτονικών ετών (ετήσια δεδοµένα)

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.7. Αν οι τιµές της Α῝Φ είναι κοντά στο µηδέν για όλα τα lags k,
τότε η χρονοσειρά:
□ ΄Εχει ισχυρή εποχικότητα
□ ΄Εχει ισχυρή τάση
■ Είναι ουσιαστικά τυχαία (λευκός ϑόρυβος)
□ Απαιτεί διπλή εκθετική εξοµάλυνση

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.8. Για πρόβλεψη µικρής διάρκειας σε χρονοσειρά χωρίς τάση
και εποχικότητα, η πιο κατάλληλη µέθοδος είναι :
□ Ανάλυση τάσης
□ Πολλαπλασιαστικό υπόδειγµα
■ Απλή εκθετική εξοµάλυνση
□ ∆ιπλή εκθετική εξοµάλυνση
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Κεφάλαιο 4. 4.8 Ασκήσεις.

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.9. Αν α = 0 στην απλή εκθετική εξοµάλυνση, τότε :
■ st = st−1 (η τρέχουσα τιµή αγνοείται)
□ st = xt (αγνοείται το παρελθόν)
□ st = (xt + xt−1)/2
□ Η µέθοδος δεν εφαρµόζεται

Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής 4.10. Η πρόβλεψη m ϐήµατα µπροστά στη διπλή εκθετική εξο-
µάλυνση δίνεται από:
□ x̂t+m = st
■ x̂t+m = st +m · Tt

□ x̂t+m = st · Tm
t

□ x̂t+m = m · st + Tt

4.8 Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.1 (Κινητός µέσος). ∆ίνεται η χρονοσειρά εβδοµαδιαίων πωλήσεων (σε χιλιάδες €) ενός
καταστήµατος για 10 εβδοµάδες :

12 15 14 18 11 13 16 20 17 14

i. Υπολογίστε τον κινητό µέσο ΜΑ(3) για κάθε εβδοµάδα που είναι δυνατόν.
ii. Υπολογίστε τον κινητό µέσο ΜΑ(5) για κάθε εβδοµάδα που είναι δυνατόν.
iii. Πόσες τιµές «χάνονται» σε κάθε περίπτωση ;

Λύση:

i. ΜΑ(3): υπολογίζεται για εβδοµάδες 2–9:

Εβδοµάδα ΜΑ(3)
2 (12 + 15 + 14)/3 = 13,67
3 (15 + 14 + 18)/3 = 15,67
4 (14 + 18 + 11)/3 = 14,33
5 (18 + 11 + 13)/3 = 14,00
6 (11 + 13 + 16)/3 = 13,33
7 (13 + 16 + 20)/3 = 16,33
8 (16 + 20 + 17)/3 = 17,67
9 (20 + 17 + 14)/3 = 17,00

ii. ΜΑ(5): υπολογίζεται για εβδοµάδες 3–8: (12 + 15 + 14 + 18 + 11)/5 = 14,00, (15 + 14 + 18 +
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11 + 13)/5 = 14,20, (14 + 18 + 11 + 13 + 16)/5 = 14,40, (18 + 11 + 13 + 16 + 20)/5 = 15,60,
(11 + 13 + 16 + 20 + 17)/5 = 15,40, (13 + 16 + 20 + 17 + 14)/5 = 16,00.

iii. ΜΑ(3): χάνονται 2 τιµές (εβδοµάδες 1 και 10). ΜΑ(5): χάνονται 4 τιµές (εβδοµάδες 1, 2, 9, 10).

■

΄Ασκηση 4.2 (Απλή εκθετική εξοµάλυνση). Χρησιµοποιώντας την ίδια χρονοσειρά
(12, 15, 14, 18, 11, 13, 16, 20, 17, 14):

i. Υπολογίστε st για t = 1, . . . , 6 µε α = 0,3.
ii. Ποια ϑα είναι η πρόβλεψη για την εβδοµάδα 11;
iii. Τι παρατηρείτε για την επίδραση του α στην αντίδραση της εξοµαλυµένης τιµής σε απότοµες

µεταβολές ;

Λύση:

i. s1 = 12. s2 = 0,3 ·15+0,7 ·12 = 4,5+8,4 = 12,90. s3 = 0,3 ·14+0,7 ·12,90 = 4,2+9,03 = 13,23.
s4 = 0,3 · 18 + 0,7 · 13,23 = 5,4 + 9,26 = 14,66. s5 = 0,3 · 11 + 0,7 · 14,66 = 3,3 + 10,26 = 13,56.
s6 = 0,3 · 13 + 0,7 · 13,56 = 3,9 + 9,49 = 13,39.

ii. Η πρόβλεψη για την εβδοµάδα 11 είναι η τελευταία εξοµαλυµένη τιµή s10 (υπολογίζεται ολο-
κληρώνοντας την αναδροµή µέχρι t = 10): s7 ≈ 13,97, s8 ≈ 15,78, s9 ≈ 15,95, s10 ≈ 15,16.
Πρόβλεψη: x̂11 = 15,16.

iii. Με α = 0,3, η εξοµαλυµένη τιµή αντιδρά αργά σε απότοµες µεταβολές (π.χ. στην πτώση από 18 σε
11). Μεγαλύτερο α (π.χ. 0,7) ϑα αντιδρούσε πιο γρήγορα.

■

΄Ασκηση 4.3 (Αυτοσυσχέτιση και ερµηνεία). Υπολογίστε την αυτοσυσχέτιση r1 για τη χρονοσειρά
xt = 3, 5, 4, 6, 5, 7, 6, 8.

i. Υπολογίστε x̄ και εφαρµόστε τον τύπο.
ii. Ερµηνεύστε το αποτέλεσµα.

Λύση:

i. x̄ = (3 + 5 + 4 + 6 + 5 + 7 + 6 + 8)/8 = 44/8 = 5,5.
Αριθµητής (k = 1, Ϲεύγη (xt, xt−1) για t = 2, . . . , 8):

8∑
t=2

(xt − x̄)(xt−1 − x̄) = (−0,5)(−2,5) + (−1,5)(−0,5) + (0,5)(−1,5)

+ (−0,5)(0,5) + (1,5)(−0,5) + (0,5)(1,5) + (2,5)(0,5)

= 1,25 + 0,75− 0,75− 0,25− 0,75 + 0,75 + 1,25 = 2,25
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Παρονοµαστής :
∑

(xt − x̄)2 = 6,25 + 0,25 + 2,25 + 0,25 + 0,25 + 2,25 + 0,25 + 6,25 = 18
r1 = 2,25/18 ≈ 0,125.

ii. Η r1 ≈ 0,125 είναι χαµηλή, δείχνοντας ασθενή αυτοσυσχέτιση υστέρησης 1. Η χρονοσειρά έχει
ανοδική τάση (τιµές αυξάνονται), αλλά η τιµή κάθε t δεν συσχετίζεται ισχυρά µε την αµέσως προη-
γούµενη.

■

΄Ασκηση 4.4 (Επιλογή µεθόδου πρόβλεψης). Για κάθε µια από τις παρακάτω χρονοσειρές, επιλέξτε
και αιτιολογήστε την πιο κατάλληλη µέθοδο πρόβλεψης.

i. Μηνιαίες καταναλώσεις ηλεκτρικής ενέργειας που παρουσιάζουν έντονη εποχικότητα (υψηλή
τον χειµώνα, χαµηλή το καλοκαίρι) και σταθερή ανοδική τάση σε ϐάθος 10 ετών.

ii. Ηµερήσιες πωλήσεις ενός εστιατορίου χωρίς σαφή τάση και εποχικότητα, µε ϐραχύ ορίζοντα
πρόβλεψης (1 ηµέρα).

iii. Τριµηνιαία κέρδη εταιρείας που εµφανίζουν συνεχώς αυξανόµενη τάση χωρίς εποχικότητα.

Λύση:

i. Πολλαπλασιαστικό υπόδειγµα: Υπάρχει ανοδική τάση (η εποχική συνιστώσα αναµένεται να
αυξάνεται ανάλογα µε το επίπεδο) και έντονη εποχικότητα. Πρόβλεψη µακράς διάρκειας.

ii. Απλή εκθετική εξοµάλυνση: Χωρίς τάση και εποχικότητα, ϐραχύς ορίζοντας. Ο κινητός µέσος
ϑα ήταν επίσης αποδεκτός.

iii. ∆ιπλή εκθετική εξοµάλυνση: ΄Υπαρξη (µεταβαλλόµενης ;) τάσης χωρίς εποχικότητα. Εναλλα-
κτικά, αν η τάση ϕαίνεται σταθερή, η ανάλυση τάσης µε γραµµική παλινδρόµηση ϑα ήταν εξίσου
κατάλληλη.

■

37


	Εισαγωγή στις Ποσοτικές Μεθόδους
	Η Ανάγκη για Εκτίμηση και Πρόβλεψη
	Το Πρόβλημα της Απόφασης υπό Αβεβαιότητα
	Διαδικασία Εκτίμησης και Πρόβλεψης

	Σχέσεις μεταξύ Μεταβλητών
	Ιστορική Αναδρομή: Η Έννοια της Παλινδρόμησης
	Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής
	Ασκήσεις

	Γραμμική Παλινδρόμηση
	Το Μοντέλο Γραμμικής Παλινδρόμησης
	Εκτίμηση των Συντελεστών: Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων
	Ερμηνεία της Γραμμικής Παλινδρόμησης
	Αποσύνθεση της Συνολικής Μεταβλητότητας
	Συντελεστής Προσδιορισμού r2

	Υποθέσεις Εφαρμογής της Ανάλυσης Παλινδρόμησης
	Γραμμικότητα
	Ανεξαρτησία
	Κανονικότητα
	Ίση Διασπορά (Ομοσκεδαστικότητα)

	Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής
	Ασκήσεις

	Ανάλυση Χρονολογικών Σειρών Ι: Συνιστώσες και Τάση
	Εισαγωγή στις Χρονολογικές Σειρές
	Σκοπός της Ανάλυσης Χρονολογικών Σειρών
	Συνιστώσες Χρονολογικής Σειράς
	Υποδείγματα Αποσύνθεσης
	Προσθετικό Υπόδειγμα
	Πολλαπλασιαστικό Υπόδειγμα

	Εκτίμηση της Τάσης
	Μέθοδοι Εκτίμησης
	Παραμετρικά Υποδείγματα Τάσης

	Δείκτης Εποχικότητας
	Πρόβλεψη με Τάση και Εποχικότητα
	Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής
	Ασκήσεις

	Ανάλυση Χρονολογικών Σειρών ΙΙ: Εξομάλυνση και Πρόβλεψη
	Εξομάλυνση Χρονολογικής Σειράς
	Κινητός Μέσος
	Επιλογή πλάτους k
	Πλεονεκτήματα και Μειονεκτήματα

	Απλή Εκθετική Εξομάλυνση
	Σημασία του Συντελεστή 

	Διπλή Εκθετική Εξομάλυνση
	Επιλογή Μεθόδου Πρόβλεψης
	Αυτοσυσχέτιση
	Ερωτήσεις Πολ/λης Επιλογής
	Ασκήσεις


