
Σχεδίαση αλγορίθµων



2η γνωστική ενότητα : σχεδίαση αλγορίθµων

1. Ανασκόπηση αλγοριθµικών δοµών ελέγχου

2. Στοιχειοποίηση

3. Αναδροµή



Παράδειγµα καθορισµένου πλήθους επαναλήψεων

{υπολόγισε το παραγοντικό ενός φυσικού αριθµού Ν >=1}
start

µετρητής := 1
παραγοντικό := 1
while µετρητής ≤ Ν

παραγοντικό := παραγοντικό * µετρητής
µετρητής := µετρητής +1

end
end

q µπορεί να υλοποιηθεί µε προ-ελεγχόµενη επανάληψη



Παράδειγµα καθορισµένου πλήθους επαναλήψεων (συνέχ.)

{υπολόγισε το παραγοντικό ενός φυσικού αριθµού Ν >=1}
start

µετρητής := 0
παραγοντικό := 1
repeat

µετρητής := µετρητής +1
παραγοντικό := παραγοντικό * µετρητής

until µετρητής ≤ Ν
end

q µπορεί να υλοποιηθεί µε µετα-ελεγχόµενη επανάληψη και 
διαφορετική αρχικοποίηση τιµών



Η δοµή της καθορισµένης επανάληψης

Ø καθορισµένη επανάληψη : µια δοµή ελέγχου η οποία
συσχετίζει ένα σύνολο αλγοριθµικών βηµάτων (σώµα
επανάληψης) µε ένα σύνολο στιγµιότυπων ενός αντικειµένου
ή τιµών µιας µεταβλητής (τιµές επανάληψης)

Ø συµβολισµός µιας δοµής καθορισµένης επανάληψης :
for τιµές επανάληψης

σώµα επανάληψης
end



Παράδειγµα καθορισµένης επανάληψης

{υπολόγισε το παραγοντικό ενός φυσικού αριθµού Ν >=1}
start

παραγοντικό := 1
for µετρητής = 1 έως Ν

παραγοντικό := παραγοντικό * µετρητής
end

end

q οι τιµές επανάληψης µπορούν να παρατίθενται εξαντλητικά
ή, για βαθµωτές µεταβλητές µε διακριτές και διατεταγµένες
τιµές (π.χ. φυσικοί αριθµοί), να υπονοούνται



Αξιολόγηση της δοµής καθορισµένης επανάληψης

Ø επιτρέπει την αναπαράσταση µε πεπερασµένο πλήθος
δηλώσεων ενός καθορισµένου πλήθους αλγοριθµικών
βηµάτων

Ø η εκτέλεση µιας δοµής καθορισµένης επανάληψης
τερµατίζεται πάντοτε, µόλις ολοκληρωθεί η επανάληψη για
όλες τις τιµές

Ø η λίστα των τιµών επανάληψης πρέπει να περιέχει όλες και
µόνο εκείνες τις τιµές για τις οποίες απαιτείται επανάληψη

Ø χρειάζεται προσοχή στις οριακές (πρώτες και τελευταίες)
τιµές επανάληψης



Ισοδυναµία των δοµών επανάληψης

Ø οι δοµές µετα-ελεγχόµενης και προ-ελεγχόµενης
επανάληψης είναι
α) εκφραστικά ισοδύναµες µεταξύ τους, και
β) εκφραστικά ισχυρότερες από την καθορισµένη επανάληψη

Ø κάθε µία από τις δοµές επανάληψης διευκολύνει ως προς
α) την οικονοµία της αναπαράστασης, και
β) την αποφυγή λαθών σε συγκεκριµένες περιπτώσεις



Εµφωλευµένες δοµές επανάληψης

Ø το σώµα µιας δοµής επανάληψης µπορεί να περιέχει το ίδιο
δοµές επανάληψης χαµηλότερου επιπέδου

Ø δοµές επανάληψης µπορούν να εµφωλευτούν σε κλάδους
δοµών επιλογής και αντιστρόφως δοµές επιλογής µπορούν
να εµφωλευτούν σε σώµατα δοµών επανάληψης

Ø η σηµασιολογία εκτέλεσης µιας δοµής επανάληψης δε
δηµιουργεί εναλλακτικά µονοπάτια

Ø η χρήση ή εµφώλευση µιας δοµής επανάληψης δε µεταβάλλει
το πλήθος αλλά αυξάνει το µήκος των διαδροµών εκτέλεσης
(το πλήθος των εκτελούµενων βηµάτων)



Διαγράµµατα ροής

Διάβασε x,y,z

x>=y

x>=z

true

max:=x max:=z

true false
y>=z

false

max:=ymax:=z

false
true

Τύπωσε τον max

Επέστρεψε τον μεγαλύτερο
των τριών αριθμών



Διαγράµµατα ροής
Υπολογισμός του παραγοντικού Ν
με προ-ελεγχόμενη  επανάληψη count :=1

fact :=1

count ≤ N

Τύπωσε το fact

false

fact:= fact * count

count := count + 1

true



Διαγράµµατα ροής
Υπολογισμός του παραγοντικού Ν
με μετα-ελεγχόμενη επανάληψη count :=0

fact :=1

count = N Τύπωσε το facttrue

fact:= fact * count

count := count + 1
false



Εκφραστική ισχύς δοµών ελέγχου

Ø έχει αποδειχθεί (Dijkstra) ότι οι τρεις δοµές :
α) ακολουθίας,
β) διπλής επιλογής και
γ) ελεγχόµενης ακαθόριστης επανάληψης
είναι ικανές να εκφράσουν, µε κατάλληλους συνδυασµούς
και εµφωλεύσεις, οποιονδήποτε υπολογίσιµο αλγόριθµο

Ø οποιεσδήποτε άλλες δοµές δεν προσθέτουν σε εκφραστική
ισχύ αλλά διευκολύνουν σε
α) οικονοµία αναπαράστασης
β) αποφυγή σφαλµάτων µεταγραφής του αλγορίθµου σε

πρόγραµµα



Παράδειγµα : ταξινόµηση

Ø ταξινόµηση : η διευθέτηση των εγγραφών µιας λίστας
κατά τη διάταξη των τιµών ενός από τα πεδία τους (πεδίο
ταξινόµησης)

Ø οι τιµές του πεδίου ταξινόµησης
α) µπορεί να είναι συνεχείς (π.χ. πραγµατικοί αριθµοί)

ή διακριτές (π.χ. φυσικοί αριθµοί),
β) µπορεί να προέρχονται από ένα πεπερασµένο

(π.χ. ονοµατεπώνυµα) ή άπειρο (π.χ. φυσικοί αριθµοί)
πεδίο τιµών

γ) πρέπει να έχουν κάποια µοναδική φυσική διάταξη ως προς
την οποία µπορεί να γίνει η ταξινόµηση



παράδειγµα : ταξινόµηση (συνέχ.)

Ø η ταξινόµηση ως προς κάποιο πεδίο µπορεί να είναι
αύξουσα ή φθίνουσα

Ø απλή ταξινόµηση : η ταξινόµηση µιας λίστας ως προς ένα
και µόνο πεδίο

Ø σύνθετη ταξινόµηση : η ταξινόµηση µιας λίστας ως προς 2
ή περισσότερα πεδία µε µια συγκεκριµένη διάταξη



Αλγόριθµος ταξινόµησης παρεµβολής



Αλγόριθµος ταξινόµησης παρεµβολής

start
θέσε στην µεταβλητή Ν την τιµή 2
while (η τιµή Ν <= του µήκους της λίστας)

επέλεξε το Νοστό στοιχείο της λίστας  
µετέφερε το περιεχόµενο της θέσης Ν σε  

προσωρινή θέση
while (υπάρχει µεγαλύτερο όνοµα 

πάνω από τη Ν)
µετακίνησε το όνοµα µια θέση κάτω

τοποθέτησε το περιεχόµενο της προσωρινής 
θέσης στην κενή θέση

θέσε στο Ν την τιµή Ν+1
end



Αποδοτικότητα του αλγόριθµου 
ταξινόµησης παρεµβολής

• Κυρίαρχο στοιχείο αποτελεί ο αριθµός συγκρίσεων κάθε 
θέσης µε τα παραπάνω στοιχεία

• Καλύτερη περίπτωση: η λίστα είναι ταξινοµηµένη και 
άρα απαιτούνται µόνο Ν-1 συγκρίσεις

• Χειρότερη περίπτωση: σε κάθε θέση πρέπει να 
συγκρίνουµε µε όλα τα παραπάνω στοιχεία. 



Αποδοτικότητα του αλγόριθµου 
ταξινόµησης µε εισαγωγή

• Αριθµός συγκρίσεων για µία λίστα µε Ν στοιχεία: 1 + 2 
+ 3 + ... + (Ν-1) = Ν*(Ν-1)/2

• Για παράδειγµα σε µία λίστα 10 στοιχείων θα 
χρειαζόµασταν 45 συγκρίσεις. 



Αποδοτικότητα του αλγόριθµου 
ταξινόµησης µε εισαγωγή



Εναλλακτικός Αλγόριθµος ταξινόµησης 

• Επιλέγει την μικρότερη τιμή και τη βάζει στην 
πρώτη θέση

• Επιλέγει τη δεύτερη μικρότερη τιμή και τη βάζει 
στη δεύτερη θέση κ.ο.κ



Ταξινόµηση µε τον αλγόριθµο φυσαλίδας

Ø έστω µια λίστα ονοµάτων την οποία θέλουµε να
ταξινοµήσουµε αλφαβητικά σε αύξουσα διάταξη

Ø κάνουµε επαναληπτικά περάσµατα της λίστας και σε κάθε
πέρασµα, συγκρίνουµε κάθε όνοµα µε το επόµενό του :
α) εάν το επόµενο έπεται και αλφαβητικά, το αφήνουµε έτσι

και προχωράµε
β) εάν το επόµενο προηγείται αλφαβητικά, αντιµεταθέτουµε

τα δύο ονόµατα και προχωράµε
Ø έτσι, τα ονόµατα που πρέπει να προηγηθούν ανεβαίνουν

σταδιακά (κατά µία θέση σε κάθε πέρασµα) µέχρι τη σωστή
θέση τους

Ø τα περάσµατα σταµατούν όταν η λίστα βρεθεί ταξινοµηµένη



7.4. παράδειγµα ταξινόµησης φυσαλίδας

αρχική λίστα λίστα µετά το 1ο πέρασµα
(4 αλλαγές)

λίστα µετά το 2ο πέρασµα
(3 αλλαγές)

λίστα µετά το 3ο πέρασµα
(2 αλλαγές)

Ιωάννης Ιωάννης Γιώργος Βασίλης

Κατερίνα Γιώργος Βασίλης Γιώργος

Γιώργος Βασίλης Ιωάννης Ιουλία

Βασίλης Κατερίνα Ιουλία Ιωάννης

Στέλιος Ιουλία Κατερίνα Κατερίνα

Ιουλία Μαρία Μαρία Μαρία

Μαρία Στέλιος Στέλιος Στέλιος



Ανάλυση του αλγορίθµου φυσαλίδας

{ταξινόµηση µιας λίστας µε τον αλγόριθµο φυσαλίδας}
start

while η λίστα δεν είναι ταξινοµηµένη
κάνε ένα πέρασµα µε αντιµεταθέσεις όπου χρειάζεται

end
end

Ø ανάγκη για ανάλυση σώµατος επανάληψης



Ανάλυση του αλγορίθµου φυσαλίδας (συνέχ.)

start
while η λίστα δεν είναι ταξινοµηµένη

πάρε το πρώτο όνοµα της λίστας
repeat

if το όνοµα έπεται αλφαβητικά από το επόµενο
στη λίστα

then αντιµετάθεσε το όνοµα αυτό µε το επόµενο
πάρε το επόµενο όνοµα της λίστας

until να φτάσεις στο τέλος της λίστας
end

end
Ø έλλειψη πληροφορίας για προ-έλεγχο συνθήκης



Ανάλυση του αλγορίθµου φυσαλίδας (συνέχ.)

start
repeat

πάρε το πρώτο όνοµα της λίστας
repeat

if το όνοµα έπεται αλφαβητικά από το επόµενο
στη λίστα

then αντιµετάθεσε το όνοµα αυτό µε το επόµενο
σηµείωσε ότι έγινε αλλαγή στο πέρασµα αυτό

πάρε το επόµενο όνοµα της λίστας
until να φτάσεις στο τέλος της λίστας

until να µην έχει γίνει αλλαγή στο πέρασµα αυτό
τέλος



Τροποποίηση του σχεδιασµού σε βήµατα

q η επιλογή µιας δοµής ελέγχου σε ένα στάδιο της 
ανάλυσης σε βήµατα µπορεί να αλλάξει σε επόµενο στάδιο, 
βλέποντας τις επί µέρους λεπτοµέρειες

q συντηρητικός σχεδιασµός :
α) αναβολή των σχεδιαστικών αποφάσεων για το στάδιο

λεπτοµέρειας που είναι απαραίτητες
β) επανεξέταση σε κάθε βήµα των σχεδιαστικών αποφάσεων

του προηγούµενου βήµατος



Πλήθος βηµάτων του αλγορίθµου φυσαλίδας

q καλύτερη περίπτωση : αν η λίστα είναι εξ΄ αρχής
ταξινοµηµένη τότε θα χρειαστεί ένα µόνο πέρασµα

q χειρότερη περίπτωση : αν το τελευταίο στοιχείο τις λίστας
πρέπει να φτάσει στην πρώτη θέση τότε θα χρειαστούν Ν-1
περάσµατα, όπου Ν το µήκος της λίστας

q κατά µέσο όρο θα χρειαστούν Ν/2 περάσµατα

q σε κάθε πέρασµα ελέγχονται Ν-1 διαδοχικά ζεύγη και κάποια
από αυτά αντιµετατίθενται

q το συνολικό πλήθος βηµάτων είναι κατά µέσο όρο (Ν-1)*Ν/2
άρα είναι ανάλογο του Ν2  



Ø ανάλυση ενός αλγορίθµου σε βήµατα: η διατύπωσή του σε
βήµατα αρκετά λεπτοµερή ώστε να µπορούν να εκτελεστούν
από έναν επεξεργαστή

Ø συνθήκες τερµατισµού της ανάλυσης κατά βήµατα:
παραγωγή (α) απλών και (β) εκτελέσιµων βηµάτων

Ø κάθε ένα από τα παραγόµενα βήµατα έχει έννοια εντός του
συγκεκριµένου αλγορίθµου

Στοιχειοποίηση (modularity)



Η έννοια του τµήµατος

q τµήµα αλγορίθµου : ένα σύνολο αλγοριθµικών βηµάτων
το οποίο
α) επιτελεί µία συγκεκριµένη λειτουργία
β) δέχεται συγκεκριµένες εισόδους
γ) παράγει συγκεκριµένες εξόδους
δ) τεκµηριώνεται ως προς τη λειτουργία, τις εισόδους και

τις εξόδους του
q η ανάλυση κατά βήµατα µπορεί να οδηγεί στην παραγωγή

τµηµάτων
q ένα τµήµα αλγορίθµου εµφανίζει αυτοτέλεια κατανόησης

και λειτουργίας ως προς τον κύριο αλγόριθµο από τον οποίο
χρησιµοποιείται 



Στοιχειοποίηση (modularity)

Top down design

Γενικό

Ειδικό

Bottom up design

Γενικό

Ειδικό

Δημιουργία plug-in διαδικασιών
που είναι ανεξάρτητες από τον κύριο αλγόριθμο



Παράδειγµα στοιχειοποίησης: Σχεδιασµός 
εικόνας από ροµπότ

1. Δυνατότητα μετακίνησης σε ένα χαρτί 
2. Έχει μολύβι που μπορεί να το κατεβάζει για να ζωγραφίζει
3. Μπορεί να εκτελέσει τις εξής εντολές

μπροστά (Ε) : κίνηση της κεφαλής προς τα εμπρός
κατά E εκατοστά

αριστερά (Μ) : περιστροφή της κεφαλής προς τα αριστερά
κατά Μ μοίρες

δεξιά (Μ) : περιστροφή της κεφαλής προς τα δεξιά κατά Μ
μοίρες

πένα πάνω : ανέβασμα της πένας
πένα κάτω : κατέβασμα της πένας



Παράδειγµα στοιχειοποίησης: Σχεδιασµός 
εικόνας από ροµπότ

Ζητούμενο σχέδιο



Ανάλυση του αλγορίθµου κατά βήµατα

{σχεδίαση δύο ομόκεντρων τετραγώνων}
1. κινήσου στο σημείο Α
2. σχεδίασε ένα τετράγωνο με διάσταση πλευράς 10 εκατοστά
3. κινήσου στο σημείο Β
4. σχεδίασε ένα τετράγωνο με διάσταση πλευράς 20 εκατοστά

• βήματα 2 και 4 : η ίδια διαδικασία, η οποία κατανοείται και 
εκτελείται αυτοτελώς σε σχέση με τον κύριο αλγόριθμο

• γενική διαδικασία :
σχεδίαση τετραγώνου με διάσταση πλευράς Δ εκατοστά



Ανάλυση του αλγορίθµου κατά βήµατα

στοιχείο σχεδίαση τετραγώνου (διάσταση πλευράς)

{ Σχεδιάζει ένα τετράγωνο με μήκος πλευράς = διάσταση
πλευράς εκφρασμένο σε εκατοστά. Το τετράγωνο 
σχεδιάζεται
ξεκινώντας από την αρχική θέση και προσανατολισμό της
κεφαλής. Η κεφαλή επιστρέφει στην αρχική θέση και
προσανατολισμό, με την πένα πάνω. }

start
πένα κάτω
for μετρητής = 1 έως 4

μπροστά (διάσταση πλευράς)
αριστερά (90)

πένα πάνω
end



Ανάλυση του αλγορίθµου κατά βήµατα

{σχεδίαση δύο οµόκεντρων τετραγώνων}
{1. κινήσου στο σηµείο Α}
1.1. αριστερά (45)
1.2. µπροστά (5√2)

2. αριστερά (135)

{3. σχεδίασε ένα τετράγωνο µε διάσταση πλευράς 10 εκατοστά}
3.1. σχεδίαση τετραγώνου (10)

{4. κινήσου στο σηµείο Β}
4.1. δεξιά (45)
4.2. µπροστά (5√2)

5. αριστερά (135)

{6. σχεδίασε ένα τετράγωνο µε διάσταση πλευράς 20 εκατοστά}
6.1. σχεδίαση τετραγώνου (20)



τμήμα μπροστά (απόσταση)

{Κινεί μπροστά το ρομπότ κατά «απόσταση χ εκατοστά» 
αφήνοντας ίδιο τον προσανατολισμό του. Η μετακίνηση είναι 
ανεξάρτητη με το αν η πένα είναι σηκωμένη ή χαμηλωμένη}

Βηµατική ανάλυση του αλγορίθµου

1. Αριθµός απαιτούµενων περιστροφών Ν := χ / περίµετρος τροχού
2. for Ν φορές 

κάνε µια περιστροφή όλων των τροχών



Ορισµός και κλήση ενός τµήµατος

Ø ορισµός ενός τµήµατος :
module όνοµα τµήµατος (λίστα τυπικών παραµέτρων)
start

. . .
end

Ø κλήση ενός τµήµατος
{αλγόριθµος}
start

. . .
όνοµα τµήµατος (λίστα πραγµατικών παραµέτρων)
. . .

end



Τυπικές παράµετροι ενός τµήµατος

Ø τυπική παράµετρος εισόδου : µια µεταβλητή εισόδου του
τµήµατος, η οποία θα πάρει αρχική τιµή από µια πραγµατική
παράµετρο εισόδου όταν το τµήµα κληθεί, ώστε µε την τιµή
αυτή να καθοδηγηθεί η λειτουργία του τµήµατος

Ø τυπική παράµετρος εξόδου : µια µεταβλητή εξόδου του
τµήµατος, η οποία θα δώσει τελική τιµή σε µια πραγµατική
παράµετρο εξόδου αφού το τµήµα εκτελεστεί, ώστε µε την
τιµή αυτή να καθοδηγηθεί η λειτουργία του κύριου
αλγορίθµου

Ø λίστα τυπικών παραµέτρων : µια λίστα Ν >= 1 τυπικών
παραµέτρων FP1, FP2, …, FPΝ, κάθε µία από τις οποίες
µπορεί να είναι παράµετρος εισόδου ή/και εξόδου



Πραγµατικές παράµετροι µιας κλήσης

Ø πραγµατική παράµετρος εισόδου : µια µεταβλητή του κύριου
αλγορίθµου της οποίας η τιµή δίνεται σε µια τυπική
παράµετρο εισόδου πριν την εκτέλεση του τµήµατος

Ø πραγµατική παράµετρος εξόδου : µια µεταβλητή του κύριου
αλγορίθµου της οποίας η τιµή λαµβάνεται από µια τυπική
παράµετρο εξόδου µετά την εκτέλεση του τµήµατος

Ø λίστα πραγµατικών παραµέτρων : µια λίστα Ν >= 1
πραγµατικών παραµέτρων RP1, RP2, …, RPΝ, κάθε µία από
τις οποίες µπορεί να είναι είτε σταθερή τιµή είτε
παράµετρος εισόδου ή/και εξόδου



Εµφωλευµένες κλήσεις τµηµάτων

Ø ένα τµήµα µπορεί να καλεί άλλα τµήµατα

Ø οι εµφωλευµένες κλήσεις εκτελούνται ακριβώς όπως και οι
απλές, µε το τµήµα που καλεί να λειτουργεί ως κύριος
αλγόριθµος

Ø ένα τµήµα µπορεί να καλεί τον εαυτό του ;



Η έννοια του τµήµατος σε γλώσσες προγραµµατισµού

Ø διαδικασίες (procedures)
Ø ρουτίνες (routines)
Ø υπορουτίνες (subroutines)
Ø συναρτήσεις (functions)
Ø . . .

Ø κλήσεις τιµής
Ø κλήσεις αναφοράς
Ø . . .



Γενικότητα χρήσης ενός τµήµατος

Ø όσο γενικότερη είναι η χρησιµότητα της λειτουργίας ενός
τµήµατος, σε τόσο περισσότερες περιπτώσεις µπορεί να
χρησιµοποιηθεί

Ø τετράγωνο : ειδική περίπτωση κανονικού πολυγώνου
τµήµα σχεδίαση κανονικού πολυγώνου (Δ, Ν)

{ Σχεδιάζει ένα κανονικό πολύγωνο µε διάσταση πλευράς = Δ
εκφρασµένο σε εκατοστά και πλήθος πλευρών = Ν.
Το πολύγωνο σχεδιάζεται ξεκινώντας από την αρχική θέση και
προσανατολισµό της κεφαλής. Η κεφαλή επιστρέφει στην
αρχική θέση και προσανατολισµό, µε την πένα πάνω. }
start

πένα κάτω
for μετρητής = 1 έως Ν

μπροστά(Δ)
αριστερά (360/Ν)

πένα πάνω
end



Γενικότητα χρήσης ενός τµήµατος (συνέχ.)

{σχεδίασε ένα τετράγωνο µε διάσταση πλευράς 10 εκατ. }
σχεδίαση κανονικού πολυγώνου (10, 4)

{σχεδίασε ένα ισόπλευρο τρίγωνο µε διάσταση πλευράς 6 εκατ. }
σχεδίαση κανονικού πολυγώνου (6,3)



Πλεονεκτήµατα της στοιχειοποίησης 

Ø µείωση της πολυπλοκότητας Þ
α) µείωση του µόχθου σχεδίασης
β) µείωση της πιθανότητας σφαλµάτων

Ø αυτοτέλεια τµήµατος σε σχέση µε τον κύριο αλγόριθµο Þ

α) ανεξαρτησία στη σχεδίαση από τον κύριο αλγόριθµο :
- σχεδίαση από άλλους ανθρώπους
- σχεδίαση σε άλλο χρόνο (πριν, παράλληλα, µετά)

Ø β) ανεξαρτησία στην κατανόηση από τον κύριο αλγόριθµο



Πλεονεκτήµατα της στοιχειοποίησης (συνέχ.)

Ø σαφής ορισµός της λειτουργίας, των εισόδων και των
εξόδων ενός τµήµατος Þ

α) απλότητα κλήσης του τµήµατος από τον κύριο αλγόριθµο

Ø β) δυνατότητα κλήσης του τµήµατος και από άλλους
αλγορίθµους, δηλ. δυνατότητα επανα-χρησιµοποίησης

Ø βιβλιοθήκες επανα-χρησιµοποιήσιµων τµηµάτων

Ø βιβλιοθήκες εξαρτηµάτων λογισµικού



Αναδροµή

{υπολόγισε το παραγοντικό ενός φυσικού αριθµού Ν >=1}
start

παραγοντικό := 1
for µετρητής = 1 έως Ν

παραγοντικό := παραγοντικό * µετρητής
end

end

q γενικά ισχύει :
α) 1! = 1
β) Ν! = Ν * (Ν-1) * … * 1 = Ν * (Ν-1)!



Παράδειγµα αναδροµής (συνέχ.)

{υπολόγισε το παραγοντικό ενός φυσικού αριθµού Ν >=1 µε
αναγωγή στο παραγοντικό του Ν-1}
start

if Ν = 1
then παραγοντικό του Ν := 1
else παραγοντικό του Ν := Ν * παραγοντικό του Ν-1

end
end



Η έννοια της αναδροµής

Ø υπάρχουν συγκεκριµένα προβλήµατα των οποίων η λύση
ανάγεται επαναληπτικά στη λύση υπο-προβληµάτων

Ø όλες οι επαναλαµβανόµενες αναγωγές γίνονται µε την
ίδια λογική

Ø τα διαδοχικά υπο-προβλήµατα γίνονται όλο και απλούστερα

Ø τελικά αναγόµαστε σε ένα πολύ απλό πρόβληµα µε γνωστή
εκ των προτέρων λύση

Ø από τη λύση του τελικού υπο-προβλήµατος σχηµατίζονται,
επιστρέφοντας προς την αρχή, οι λύσεις όλων των
ενδιάµεσων προβληµάτων, και εν τέλει και του αρχικού



Η έννοια της αναδροµής (συνέχ.)

Ø αναδροµή : η έκφραση της λύσης ενός προβλήµατος ως
λύση του ίδιου προβλήµατος για απλούστερα δεδοµένα

Ø αναδροµική επίλυση ενός προβλήµατος : η επίλυση ενός
προβλήµατος σύµφωνα µε
α) έναν κανόνα παραγωγής διαδοχικών αναδροµών
β) µία συνθήκη τερµατισµού της αναδροµικής διαδικασίας
γ) µία εξ αρχής γνωστή λύση του τελευταίου προβλήµατος
δ) έναν κανόνα παραγωγής των προηγούµενων λύσεων

µέχρι και της αρχικής



Παράδειγµα I – υπολογισµός παραγοντικού

module υπολογισµός παραγοντικού (Ν, F)
{Yπολογίζει αναδροµικά το παραγοντικό ενός φυσικού αριθµού
Ν >=1. Το αποτέλεσµα επιστρέφεται στην παράµετρο F.}
start

if Ν = 1
then F := 1
else

υπολογισµός παραγοντικού (N-1, tempF)
F := N * tempF

end



Παράδειγµα I – υπολογισµός παραγοντικού
q υπολογισµός παραγοντικού (3, F)

if 3=1 then …
else

υπολογισµός παραγοντικού (2, tempF(1))
if 2=1 then …
else

υπολογισµός παραγοντικού (1, tempF(2))
if 1=1 then

F(3) := 1 F(3) = 1 Þ
tempF(2) = F(3) = 1 Þ

F(2) := 2 * tempF(2) F(2) = 2*tempF(2) = 2*1 = 2 Þ
tempF(1) = F(2) = 2 Þ

F(1) := 3 * tempF(1) F(1) = 3*tempF(1) = 3*2 = 6

όπου V(i) είναι η τιµή της µεταβλητής V κατά την i-οστή αναδροµική κλήση



Παράδειγµα ΙI – αντιστροφή λέξης

Ø αντιστροφή των γραµµάτων µιας λέξης
π.χ. “star” è “rats”

{αναδροµική αντιστροφή µιας λέξης}
1. αφαίρεσε το πρώτο γράµµα
2. αντέστρεψε την υπόλοιπη λέξη
3. πρόσθεσε το πρώτο γράµµα

Ø η πλέον απλή περίπτωση : λέξη µε 1 µόνο γράµµα
Ø στην περίπτωση αυτή : “x” è “x”



Παράδειγµα ΙI – αντιστροφή λέξης

module αντιστροφή λέξης (W, R)
{Αντιστρέφει αναδροµικά µια λέξη W, επιστρέφοντας την
αντίστροφη λέξη στην παράµετρο R.}
start

if η λέξη W περιέχει µόνο ένα γράµµα “x”
then R := “x”
else

start
letter := το πρώτο γράµµα της λέξης W
restW := το υπόλοιπο τµήµα της λέξης W
αντιστροφή λέξης (restW, restR)
R := η λέξη restR µε πρόσθεση του letter στο τέλος

end
τέλος  



Παράδειγµα ΙΙ – αντιστροφή λέξης

q αντιστροφή λέξης (“star”, R)

if η λέξη “star” περιέχει µόνο ένα γράµµα τότε …
else

letter(1) = “s”, restW(1) = “tar”
αντιστροφή λέξης (“tar”, restR(1))
if η λέξη “tar” περιέχει µόνο ένα γράµµα τότε …
else

letter(2) = “t”, restW(2) = “ar”
αντιστροφή λέξης (“ar”, restR(2))
if η λέξη “ar” περιέχει µόνο ένα γράµµα τότε …
else

letter(3) = “a”, restW(3) = “r”
αντιστροφή λέξης (“r”, restR(3))
if η λέξη “r” περιέχει µόνο ένα γράµµα τότε …

R(4) = “r” R(4) = “r” Þ restR(3) = “r” Þ
R(3) := restR(3) µε προσθήκη letter(3) R(3) = “r” + “a” = “ra” Þ restR(2) = “ra” Þ

R(2) := restR(2) µε προσθήκη letter(2) R(2) = “ra” + “t” = “rat” Þ restR(1) = “rat” Þ
R(1) := restR(1) µε προσθήκη letter(1) R(1) = “rat” + “s” = “rats”



Η ανάγκη της αναδροµικότητας

Ø οι δύο προηγούµενοι αλγόριθµοι µπορούν να εκφραστούν
και επαναληπτικά

Ø η αναδροµική έκφραση παρέχει
α) ευκολία κατανόησης
β) οικονοµία αναπαράστασης

Ø σε ορισµένες περιπτώσεις η µη αναδροµική έκφραση, µε
δοµές επανάληψης, είναι τόσο δύσκολο να σχεδιαστεί και
να κατανοηθεί ώστε η αναδροµική έκφραση αποτελεί την
µόνο πρακτική λύση



Παράδειγμα ΙΙΙ - ΜΚΔ
Module ΜΚΔ (α,β) 
start

if a > b then 
M = a 
N =b

else 
M = b 
N =a

x = N
while (x != 0) do

M =N 
N =x
x=M%N

return N 
end



Παράδειγμα ΙΙΙ - ΜΚΔ
module MKD (x,y) 
start
if x > y 

then 
M = x 
N = y

else 
M = y 
N = x

if N = 0 
then return M
else MKD (y, x%y)

end



Παράδειγµα ΙΙΙ – οι πύργοι του Ανόι

Ø δοκιµασία µιας τάξης βουδιστών µοναχών

Ø απαιτεί εξαιρετική αυτοσυγκέντρωση επί πολύ µεγάλο
χρονικό διάστηµα

Ø το πρόβληµα : να µετακινηθούν 64 κυκλικοί δίσκοι διαδοχικού
µεγέθους από έναν πάσσαλο σε έναν άλλο, κατά τρόπο ώστε
ποτέ ένας δίσκος να µην τοποθετηθεί πάνω σε µικρότερο

Ø υπάρχει ένας ακόµη πάσσαλος ο οποίος µπορεί να χρησιµο-
ποιηθεί βοηθητικά



Παράδειγµα ΙΙΙ – οι πύργοι του Ανόι

64 δίσκοι

πάσσαλος α πάσσαλος β πάσσαλος γ



Παράδειγµα ΙΙΙ – οι πύργοι του Ανόι

q έστω α, β, γ οι τρεις πάσσαλοι (γ είναι ο βοηθητικός)
q έστω Δ1, Δ2, … οι δίσκοι (από το µικρότερο στο µεγαλύτερο)

q αν είχαµε 1 δίσκο, τότε
1η κίνηση : Δ1 α è β (ΟΚ)

q αν είχαµε 2 δίσκους, τότε
1η κίνηση : Δ1 α è γ
2η κίνηση : Δ2 α è β
3η κίνηση : Δ1 γ è β (ΟΚ)

q αν είχαµε 3 δίσκους ;
q αν είχαµε Ν δίσκους ;



Παράδειγµα ΙΙΙ – οι πύργοι του Ανόι

Ø έχουµε γνωστή λύση για µια απλή µορφή (1 δίσκος)
Ø η λύση της αµέσως λιγότερο απλής µορφής (2 δίσκοι) µπορεί

να εκφραστεί µε αναγωγή στη λύση της προηγούµενης

{µετέφερε 2 δίσκους από τον α στο β}
start

µετέφερε 1 δίσκο από τον α στον γ
µετέφερε 1 δίσκο από τον α στον β
µετέφερε 1 δίσκο από τον γ στον β

end

Ø η έκφραση αυτή µπορεί να γενικευτεί ώστε να λύνει το
πρόβληµα για Ν δίσκους, όπου Ν >= 2



Παράδειγµα ΙΙΙ – οι πύργοι του Ανόι
module µεταφορά πύργου (N, source, target, help)
{Μεταφέρει έναν πύργο Ν δίσκων από τον πάσσαλο source στον
πάσσαλο  target, χρησιµοποιώντας τον πάσσαλο help ως βοηθητικό.
Ο πάσσαλος help πρέπει αρχικά να είναι κενός και µετά τη
µεταφορά βρίσκεται και πάλι κενός.}

if Ν = 1
then

µετέφερε 1 δίσκο από τον source στον target
else

µεταφορά πύργου (Ν-1, source, help, target)
µετέφερε 1 δίσκο από τον source στον target
µεταφορά πύργου (Ν-1, help, target, source)

end
end



Παράδειγµα ΙΙΙ – οι πύργοι του Ανόι

Ø χρησιµοποιούµε το Ν=1 ως βασική περίπτωση

Ø σε κάθε αναδροµική κλήση, οι τρεις πάσσαλοι α, β, γ
χρησιµοποιούνται εκ περιτροπής ως αρχικοί, τελικοί και
βοηθητικοί

Ø ο πάσσαλος που χρησιµοποιείται ως βοηθητικός διατηρείται
πάντοτε κενός πριν και µετά τη χρήση



Παράδειγµα ΙΙΙ – οι πύργοι του Ανόι

q µεταφορά πύργου (3, source, target, help)

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)



Παράδειγµα ΙΙΙ – οι πύργοι του Ανόι

Ø κάθε αναδροµική κλήση οδηγεί σε 2 καινούριες
Ø η εκτέλεση για Ν=64 θα οδηγήσει σε 264-1 δηλ. περίπου

32*1018 αναδροµικές κλήσεις του αλγορίθµου
Ø αν µπορούσαµε µε το χέρι να κάνουµε 1 σωστή κίνηση/sec

θα χρειάζονταν περίπου 600 δις έτη για να µετακινήσουµε
τους 64 δίσκους

Ø υπάρχουν κάποιες επαναληπτικές εκφράσεις του
συγκεκριµένου αλγορίθµου, οι οποίες όµως είναι εξαιρετικά
δυσνόητες

Ø έχει ήδη αποδειχθεί ότι καµία άλλη έκφραση, επαναληπτική
ή αναδροµική, δεν είναι γρηγορότερη



Σχεδίαση ενός αναδροµικού αλγορίθµου

Ø εντοπισµός της βασικής περίπτωσης και της γνωστής λύσης

Ø σχεδίαση της συνθήκης αναδροµής : οι είσοδοι δεν εµπίπτουν
στη βασική περίπτωση (ή ισοδύναµα)

Ø σχεδίαση της συνθήκης διαφυγής : οι είσοδοι εµπίπτουν
στη βασική περίπτωση

Ø σχεδίαση του σώµατος αναδροµής
Ø σχεδίαση του µονοπατιού διαφυγής

Ø έλεγχος τερµατισµού : είναι δυνατή, σε χρόνο εκτέλεσης, η
διάψευση της συνθήκης αναδροµής (ή ισοδύναµα)
η επαλήθευση της συνθήκης διαφυγής ;


