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Άσκηση D4.9

Ηλεκτρικό δίπολο στην αρχή των αξόνων έχει ροπή p = 3x̂ − 2ŷ + ̂z nC ⋅ m.
Υπολογίστε το δυναμικό στα σημεία 𝐴(2, 3, 4) και 𝐵(2.5, 30∘, 40∘).

Δυναμικό διπόλου με κέντρο διπόλου στην αρχή των αξόνων είναι

𝑈(r) = 1
4𝜋𝜖0

p ⋅ r
𝑟3

K=9e9; p=[3 -2 1]*1e-9; r=[2 3 4];
U=K*dot(p,r)/norm(r)^3 = 0.2305 V

Για το B σε σφαιρικές το μετατρέπουμε σε καρτεσιανές και

r=2.5; theta=30*pi/180; phi=40*pi/180;
R=[r*sin(theta)*cos(phi) r*sin(theta)*sin(phi) r*cos(theta)];
U=K*dot(p,R)/norm(R)^3 = 1.9761 V
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Άσκηση D4.10

Ηλεκτρικό δίπολο στην αρχή των αξόνων έχει ροπή p = 6 ̂z nC ⋅ m. Υπολογίστε το
δυναμικό στο σημείο 𝑃(4, 20∘, 0∘). Υπολογίστε επίσης το E στο 𝑃 .

K=9e9; p=[0 0 6]*1e-9;
r=4; theta=20*pi/180; phi=0*pi/180;
R=[r*sin(theta)*cos(phi) r*sin(theta)*sin(phi) r*cos(theta)];
U=K*dot(p,R)/norm(R)^3 = 3.1715 V
E=(K*norm(p)/norm(R)^3)*[2*cos(theta) sin(theta)] = [1.5857 0.2886] V/m

άρα 𝑈(𝑃) = 3.1715 V και E(𝑃) = 1.5857 ̂r + 0.2886 θ̂ V/m από

E = 𝑝
4𝜋𝜖0𝑟3 (2 cos 𝜃 ̂r + sin 𝜃 θ̂)
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Ηλεκτρικό ρεύμα και πυκνότητα ρεύματος

Πριν εξετάσουμε τη συμπεριφορά του ηλεκτρικού πεδίου σε αγωγούς ή μονωτές (διηλεκτρικά)
εξετάζουμε την κίνηση ηλεκτρικών φορτίων (ηλεκτρικό ρεύμα).

• Ηλεκτρικό ρεύμα είναι η ποσότητα φορτίου που διέρχεται από μια επιφάνεια στη μονάδα
του χρόνου (C/s,A)

𝐼 = 𝑑𝑄
𝑑𝑡

• Εάν ρεύμα Δ𝐼 διέρχεται κάθετα από μια επίπεδη επιφάνεια Δ𝑆 η πυκνότητα ρεύματος
είναι:

J = Δ𝐼
Δ𝑆 ή Δ𝐼 = 𝐽Δ𝑆

• Για οποιοδήποτε προσανατολισμό της επιφάνειας, έχουμε Δ𝐼 = J ⋅ ΔS και το ολικό ρεύμα
μέσω μιας επιφάνειας 𝑆 είναι:

𝐼 = ∫
𝑆

J ⋅ 𝑑S

Βλέπουμε ότι 𝐼 είναι η ροή του J.
• Ανάλογα με τον τρόπο δημιουργίας του ρεύματος έχουμε τρία διαφορετικά είδη: ρεύμα

μεταφοράς (convection current), ρεύμα αγωγιμότητος (conduction current) και ρεύμα
μετατόπισης (displacement current).
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Ρεύμα μεταφοράς (convection current)

Το ρεύμα μεταφοράς, εν αντιθέσει με το ρεύμα αγωγιμότητας, δεν εξαρτάται από
αγωγούς και επομένως δεν ικανοποιεί τον νόμο του Ohm. Εμφανίζεται όταν ρεύμα
κυκλοφορεί σε μονωτικά υλικά, π.χ. υγρά, αέρια ή το κενό. Δέσμη ηλεκτρονίων σε
λυχνία κενού είναι π.χ. ρεύμα μεταφοράς.

Σχήμα: Ρεύμα μεταφοράς σε λεπτό νήμα
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Ρεύμα μεταφοράς (συνέχεια 1)

Για ροή φορτίου πυκνότητας 𝜌𝑣 με ταχύτητα u = 𝑢𝑦ŷ έχουμε:

Δ𝐼 = Δ𝑄
Δ𝑡 = 𝜌𝑣Δ𝑆 Δ𝑦

Δ𝑡 = 𝜌𝑣Δ𝑆𝑢𝑦

και η πυκνότητα ρεύματος κάθετα στην επιφάνεια Δ𝑆:

𝐽𝑦 = Δ𝐼
Δ𝑆 = 𝜌𝑣𝑢𝑦

και στη γενική περίπτωση:
J = 𝜌𝑣u

Το ρεύμα 𝐼 εδώ είναι το ρεύμα μεταφοράς και 𝐽 η πυκνότητα ρεύματος μεταφοράς σε
A/m2.
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Ρεύμα αγωγιμότητας (conduction current)
Το ρεύμα αγωγιμότητας χρειάζεται αγωγό που διαθέτει μεγάλο σχετικά αριθμό
ελευθέρων ηλεκτρονίων που μπορούν να κινηθούν με την εφαρμογή ηλεκτρικού
πεδίου. Η δύναμη που εξασκείται σε ένα ηλεκτρόνιο φορτίου −𝑒 από πεδίο E είναι:

F = −𝑒E

Εφόσον το ηλεκτρόνιο δεν είναι ελεύθερο στο χώρο δεν θα υποστεί κάποια σταθερή
επιτάχυνση. Απεναντίας, θα υποστεί συνεχείς συγκρούσεις με το ατομικό πλέγμα
περιπλανώμενο από το ένα άτομο στο άλλο. Αν θεωρήσουμε ότι έχει μάζα 𝑚, μέση
ταχύτητα μετατόπισης u (drift velocity) και μέσο χρόνο 𝜏 μεταξύ συγκρούσεων τότε:

𝑚u
𝜏 = −𝑒E και u = −𝑒𝜏

𝑚 E

Για 𝑛 ηλεκτρόνια ανά μονάδα όγκου η πυκνότητα φορτίου θα είναι:

𝜌𝑣 = −𝑛𝑒
και η πυκνότητα ρεύματος αγωγιμότητας:

J = 𝜌𝑣u = 𝑛𝑒2𝜏
𝑚 E = 𝜎E

Και καταλήξαμε στο γενικευμένο νόμο του Ohm.

J = 𝜎E
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Μεμονωμένος αγωγός

Εν γένει έχουμε μεμονωμένους αγωγούς και αγωγούς υπό τάση.

Σχήμα: Μεμονωμένος αγωγός υπό την επίδραση εξωτερικού πεδίου.
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Μεμονωμένος αγωγός (συνέχεια 1)

Σε αγωγό όπως στο σχήμα, υπό την επίδραση εξωτερικού πεδίου, τα θετικά φορτία
κινούνται στην κατεύθυνση του πεδίου και αρνητικά αντίθετα. Η μετακίνηση είναι
σχεδόν ακαριαία. Τα φορτία συσσωρεύονται στην επιφάνεια του αγωγού και
σχηματίζουν ένα επιφανειακό φορτίο που δημιουργεί ένα εσωτερικό επαγώμενο
ηλεκτρικό πεδίο που αντιτίθεται και εξουδετερώνει το εξωτερικό πεδίο.

Αποτέλεσμα: Ένας ιδανικός αγωγός (𝜎 = ∞) δεν μπορεί να έχει εσωτερικό ηλεκτρικό
πεδίο,

E = −∇𝑉 = 0
και η επιφάνεια του αγωγού είναι ισοδυναμική επιφάνεια.

Εναλλακτικά, από τη σχέση J = 𝜎E για πεπερασμένο J όταν 𝜎 = ∞ πρέπει E = 0.

Επομένως, στο εσωτερικό αγωγού για ηλεκτροστατικά πεδία:

E = 0 𝜌𝑣 = 0 𝑉𝑎𝑏 = 0

όπου 𝑎, 𝑏 δυο οποιαδήποτε σημεία στο εσωτερικό του αγωγού. Ισοδυναμικό μέσο.
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Αγωγός υπό τάση

Σχήμα: Αγωγός μήκους ℓ με ομοιόμορφη διατομή 𝑆.
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Αγωγός υπό τάση (συνέχεια 1)

Εδώ, E ≠ 0 μέσα στον αγωγό γιατί δεν βρισκόμαστε πια σε μεμονωμένο σύστημα σε
ισορροπία. Έχουμε:

𝐸 = 𝑉
ℓ 𝐽 = 𝐼

𝑆 = 𝜎𝐸 = 𝜎𝑉
ℓ

𝑅 = 𝑉
𝐼 = ℓ

𝜎𝑆 = 𝜌𝑐ℓ
𝑆

η γνωστή μας ηλεκτρική αντίσταση, με 𝜌𝑐 = 1/𝜎 η ειδική αντίσταση του υλικού.

Η ισχύς ορίζεται σαν τον ρυθμό μεταβολής ενέργειας ή, σαν δύναμη επί ταχύτητα.

𝑃 = ∫
𝑣

𝜌𝑣𝑑𝑣 E ⋅ u = ∫
𝑣
E ⋅ 𝜌𝑣u 𝑑𝑣 = ∫

𝑣
E ⋅ J 𝑑𝑣

ο νόμος Joule.

Για αγωγό σταθερής διατομής, 𝑑𝑣 = 𝑑𝑆𝑑ℓ και

𝑃 = ∫
𝐿

𝐸𝑑ℓ ∫
𝑆

𝐽𝑑𝑆 = 𝑉 𝐼 = 𝐼2𝑅

η γνώριμη ισχύς και νόμος Joule από τα κυκλώματα.
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Παράδειγμα
Για J = 10𝜌2𝑧 ρ̂ − 4𝜌 cos2 𝜙 φ̂ mA/m2, υπολογίστε

1 την πυκνότητα ρεύματος στο σημείο 𝑃(3, 30∘, 2)
2 το ολικό ρεύμα που διέρχεται προς τα έξω από την επιφάνεια

𝜌 = 3, 0 < 𝜙 < 2𝜋, 2 < 𝑧 < 2.8.

>> rho=3; phi=30*pi/180; z=2;
>> J=[10*rho^2*z -4*rho*cos(phi)^2] = 180 -9
>> 10*rho^3*(2.8^2-2^2)/2*2*pi = 3257.2

J = 180 ρ̂ − 9 φ̂ mA/m2

𝐼 = ∫
𝑆

J ⋅ 𝑑S = ∫
𝑆

(10𝜌2𝑧 ρ̂ − 4𝜌 cos2 𝜙 φ̂) ⋅ (𝜌𝑑𝜙𝑑𝑧 ρ̂ + 𝑑𝜌𝑑𝑧 φ̂ + 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙 ̂z) =

= ∫
𝑆

10𝜌2𝑧𝜌𝑑𝜙𝑑𝑧 − ∫
𝑆

4𝜌 cos2 𝜙𝑑𝜌𝑑𝑧 = 10𝜌3 ∫
2.8

2
𝑧𝑑𝑧 ∫

2𝜋

0
𝑑𝜙 − 4 cos2 𝜙 ∫

3

3
𝜌𝑑𝜌 ∫

2.8

2
𝑑𝑧 =

= 3257.2 mA = 3.26 A
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Παράδειγμα

Για J = (2 cos 𝜃 ̂r + sin 𝜃 θ̂)/𝑟3 υπολογίστε το ρεύμα που διέρχεται από

1 Ένα ημισφαιρικό κέλυφος ακτίνας 20 cm, 0 < 𝜃 < 𝜋/2, 0 < 𝜙 < 2𝜋.
2 Ένα σφαιρικό κέλυφος ακτίνας 10 cm.

𝐼 = ∫
𝑆

J ⋅ 𝑑S = ∫
𝑆

2 cos 𝜃 ̂r + sin 𝜃 θ̂
𝑟3 ⋅ 𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜙 𝑑𝜃 ̂r =

= 2
𝑟 ∫

2𝜋

𝜙=0
𝑑𝜙 ∫

𝜋/2

𝜃=0
sin 𝜃𝑑(sin 𝜃) = 4𝜋

0.2
sin2 𝜃

2 ∣
𝜋/2

0

= 10𝜋 = 31.4 A

Στη δεύτερη περίπτωση

𝐼 = 4𝜋
0.1

sin2 𝜃
2 ∣

𝜋

0

= 0
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Πόλωση σε διηλεκτρικά
Υπό την επίδραση ηλεκτρικού πεδίου ένα αρχικά μη πολωμένο άτομο/μόριο εμφανίζει πόλωση.

Σχήμα: Εμφάνιση πόλωσης σε μη πολωμένο άτομο/μόριο. Υπέρθεση.

Εάν το άτομο/μόριο έχει αρχική φυσική πόλωση το ηλεκτρικό πεδίο θα εφαρμόσει ροπή που θα
προσανατολίσει τα δίπολα.

Ορίζουμε την πόλωση διηλεκτρικού (σε C/m2) σαν την διπολική ροπή ανά μονάδα όγκου για 𝑁
δίπολα στον όγκο Δ𝑣.

P = lim
Δ𝑣→0

∑𝑁
𝑘=1 𝑄𝑘d𝑘

Δ𝑣
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Πόλωση σε διηλεκτρικά (συνέχεια 1)

Σχήμα: Τμήμα διηλεκτρικού με διπολική ροπή P ανά μονάδα όγκου.

Έστω τμήμα διηλεκτρικού υλικού με διπολική ροπή ανά μονάδα όγκου P. Το δυναμικό
𝑑𝑉 σε εξωτερικό σημείο 𝑂 λόγω της διπολικής ροπής P𝑑𝑣′ είναι:
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Πόλωση σε διηλεκτρικά (συνέχεια 2)

𝑑𝑉 = P ⋅ a𝑅𝑑𝑣′

4𝜋𝜖0𝑅2

όπου R = r − r′. Μπορεί να δειχθεί ότι:

∇′ ( 1
𝑅 ) = a𝑅

𝑅2

Οπότε
P ⋅ a𝑅

𝑅2 = P ⋅ ∇′ ( 1
𝑅 )

και με χρήση της ταυτότητα ∇′ ⋅ 𝑓A = 𝑓∇′ ⋅ A + A ⋅ ∇′𝑓 αυτό γίνεται:

P ⋅ a𝑅
𝑅2 = ∇′ ⋅ ( P

𝑅 ) − ∇′ ⋅ P
𝑅
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Πόλωση σε διηλεκτρικά (συνέχεια 3)

Ολοκληρώνοντας στον όγκο του υλικού:

𝑉 = ∫
𝑣′

1
4𝜋𝜖0

[∇′ ⋅ ( P
𝑅 ) − ∇′ ⋅ P

𝑅 ] 𝑑𝑣′ =

= ∮
𝑆′

P ⋅ a′
𝑛

4𝜋𝜖0𝑅 𝑑𝑆′ + ∫
𝑣′

(−∇′ ⋅ P)
4𝜋𝜖0𝑅 𝑑𝑣′

όπου a′
𝑛 μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο προς τα έξω στην επιφάνεια 𝑆′ του διηλεκτρικού.

Από την παραπάνω σχέση φαίνεται ότι το δυναμικό δημιουργείται από δεσμευμένες
κατανομές φορτίου επιφάνειας και όγκου με πυκνότητες (παραλείπουμε τόνους):

𝜌𝑝𝑠 = P ⋅ a𝑛 και 𝜌𝑝𝑣 = −∇ ⋅ P

και δεσμευμένα φορτία στην επιφάνεια και το εσωτερικό του διηλεκτρικού:

𝑄𝑏 = ∮ P ⋅ 𝑑S = ∮ 𝜌𝑝𝑠𝑑𝑆

−𝑄𝑏 = ∫
𝑣

𝜌𝑝𝑣𝑑𝑣 = − ∫
𝑣

∇ ⋅ P 𝑑𝑣
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Πόλωση σε διηλεκτρικά (συνέχεια 4)

Για αρχικά ουδέτερο διηλεκτρικό το ολικό φορτίο παραμένει ουδέτερο. Εάν αντιθέτως
το διηλεκτρικό έχει αρχικά ελεύθερα φορτία με πυκνότητα 𝜌𝑣 η ολική πυκνότητα θα
είναι:

𝜌𝑡 = 𝜌𝑣 + 𝜌𝑝𝑣 = ∇ ⋅ 𝜖0E ⇒
𝜌𝑣 = ∇ ⋅ 𝜖0E − 𝜌𝑝𝑣 = ∇ ⋅ (𝜖0E + P) = ∇ ⋅ D

και
D = 𝜖0E + P

• Η επίδραση του διηλεκτρικού στο E είναι να το αυξήσει κατά P.
• Αύξηση της ηλεκτρικής ροής μέσα στο διηλεκτρικό.
• Για πολλά διηλεκτρικά η P είναι ανάλογη του E και έχουμε

P = 𝜒𝑒𝜖0E

όπου 𝜒𝑒 η ηλεκτρική επιδεκτικότητα (electric susceptibility) του υλικού που
δείχνει πόσο επιδεκτικό (ευαίσθητο) είναι το διηλεκτρικό στο ηλεκτρικό πεδίο.
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Διηλεκτρική σταθερά

Από τις δυο τελευταίες σχέσεις

D = 𝜖0(1 + 𝜒𝑒)E = 𝜖0𝜖𝑟E = 𝜖E

όπου 𝜖 η διαπερατότητα (permittivity) του μέσου ή διηλεκτρική σταθερά.

• Τα παραπάνω ισχύουν για ιδανικά διηλεκτρικά.
• Για ισχυρά πεδία ο διαχωρισμός φορτίων είναι τόσο έντονος που μπορεί να

«σπάσει» τους κανονικούς δεσμούς και να τραβήξει ηλεκτρόνια από άτομα.
Έχουμε διάτρηση διηλεκτρικού (dielectric breakdown). Εξαρτάται από: φύση
υλικού, θερμοκρασία, υγρασία και διάρκεια εφαρμογής του πεδίου.

• Η ελάχιστη τιμή του ηλεκτρικού πεδίου πάνω από την οποία έχουμε διάτρηση
διηλεκτρικού ονομάζεται διηλεκτρική αντοχή του συγκεκριμένου υλικού.
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Πίνακας διηλεκτρικής σταθεράς για μερικά υλικά
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Γραμμικά, ισότροπα και ομογενή διηλεκτρικά

• Γραμμικά: Όταν το D μεταβάλλεται γραμμικά με το E.
• Ομογενή: Όταν το 𝜖 είναι σταθερό στο χώρο που εξετάζουμε. Ανομοιογενή όταν

δεν είναι. Η ατμόσφαιρα π.χ. είναι ανομοιογενές μέσο γιατί το 𝜖 μεταβάλλεται με
το ύψος.

• Ισότροπα: Όταν D και E συγγραμμικά. Οι ιδιότητες μεταβάλλονται με τον ίδιο
τρόπο σε όλες τις κατευθύνσεις.
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Γραμμικά, ισότροπα και ομογενή διηλεκτρικά
(συνέχεια 1)

• Για ανισότροπα υλικά, π.χ. κρυσταλλικά υλικά και μαγνητισμένο πλάσμα

Παρόμοιες ονομασίες ισχύουν και για αγωγούς όπου J = 𝜎E με την αγωγιμότητα 𝜎.

Απλά υλικά αυτά που είναι γραμμικά, ισότροπα και ομογενή (linear, isotropic,
homogeneous, LIH). Απλή αντικατάσταση 𝜖0 → 𝜖 = 𝜖0𝜖𝑟.
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Εξίσωση συνέχειας

Από την αρχή διατήρησης του φορτίου η μεταβολή ελάττωσης του φορτίου 𝑄𝑖𝑛 μέσα σε κάποιο
χώρο πρέπει να είναι ίση με την ροή του ρεύματος μέσω της επιφάνειας που περικλείει τον χώρο.

𝐼𝑜𝑢𝑡 = ∮
𝑆

J ⋅ 𝑑S = − 𝑑𝑄𝑖𝑛
𝑑𝑡

Από το θεώρημα απόκλισης

∮
𝑆

J ⋅ 𝑑S = ∫
𝑣

∇ ⋅ J 𝑑𝑣

και επειδή

− 𝑑𝑄𝑖𝑛
𝑑𝑡 = − 𝑑

𝑑𝑡 ∫
𝑣

𝜌𝑣𝑑𝑣 = − ∫
𝑣

𝜕𝜌𝑣
𝜕𝑡 𝑑𝑣

∫
𝑣

∇ ⋅ J 𝑑𝑣 = − ∫
𝑣

𝜕𝜌𝑣
𝜕𝑡 𝑑𝑣

και
∇ ⋅ J = − 𝜕𝜌𝑣

𝜕𝑡
η εξίσωση συνέχειας.
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Εξίσωση συνέχειας 2
Βασίστηκε στην αρχή διατήρησης του φορτίου και στην ουσία υπονοεί ότι δεν μπορούμε να
έχουμε συσσώρευση φορτίου σε κάποιο χώρο. Για σταθερές καταστάσεις ρεύματος 𝜕𝜌𝑣/𝜕𝑡 = 0
και ∇ ⋅ J = 0 από όπου εξάγεται ο κανόνας ρευμάτων Kirchhoff.

Εάν εισάγουμε φορτίο σε κάποιο υλικό έχουμε:

J = 𝜎E ∇ ⋅ E = 𝜌𝑣
𝜖

∇ ⋅ 𝜎E = 𝜎𝜌𝑣
𝜖 = − 𝜕𝜌𝑣

𝜕𝑡 ⇒ 𝜕𝜌𝑣
𝜕𝑡 + 𝜎

𝜖 𝜌𝑣 = 0

γραμμική, ομογενής, συνήθης διαφορική εξίσωση με λύση:

𝜌𝑣 = 𝜌𝑣0 exp(−𝑡/𝑇𝑟)

όπου
𝑇𝑟 = 𝜖

𝜎
ο χρόνος αποκατάστασης (relaxation time), δηλ. ο χρόνος που ελαττώνεται το φορτίο στο
1/𝑒 = 36.8% της αρχικής τιμής.

Π.χ. 𝑇𝑟 = 1.53 × 10−19 s για το χαλκό και 𝑇𝑟 = 51.2 ημέρες για τον χαλαζία.
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Παράδειγμα

Δίδεται πυκνότητα ρεύματος

J = { −106𝑧1.5 ̂z A/m2 για 0 ≤ 𝜌 ≤ 20 µm
0 για 𝜌 > 20 µm

1 Υπολογίστε το ολικό ρεύμα που διέρχεται από την επιφάνεια 𝑧 = 0.1 m στην
κατεύθυνση ̂z.

2 Εάν η ταχύτητα φορτίων είναι 𝑢 = 2 × 106 m/s στο 𝑧 = 0.1 m υπολογίστε την
πυκνότητα φορτίων 𝜌𝑣 εκεί.

3 Εάν η πυκνότητα φορτίων είναι 𝜌𝑣 = −2000 C/m3 στο 𝑧 = 0.15 m υπολογίστε
την ταχύτητα φορτίων εκεί.
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Παράδειγμα - Λύση

z=0.1; J=-1e6*z^1.5; rho=20e-6; S=pi*rho^2; I=J*S
u=2e6; rho_v=J/u
rho_v=-2000; z=0.15; J=-1e6*z^1.5; u=J/rho_v

I = -3.9738e-05
rho_v = -0.015811
u = 29.047

1 Ολικό ρεύμα 𝐼 = −39.7 ̂z µA
2 Πυκνότητα φορτίου 𝜌𝑣 = 𝐽/𝑢 = −15.8 mC/m3

3 Ταχύτητα φορτίου 𝑢 = 𝐽/𝜌𝑣 = 29.05 m/s
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