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Από εξισώσεις Maxwell
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Εξισώσεις Maxwell για μαγνητοστατική

Νόμος Ampere
∇ ×H = J

Έχουμε μαγνητικό πεδίο μόνο αν έχουμε ρεύμα. Τα μαγνητικά πεδία κυκλοφορούν
γύρω από ρεύματα.

Νόμος Gauss για μαγνητικά πεδία

∇ ⋅ B = 0

Δεν έχουμε απόκλιση. Δεν υπάρχουν μαγνητικά μονόπολα. Οι μαγνητικές δυναμικές
γραμμές δεν έχουν αρχή ή τέλος αλλά υπάρχουν. Άρα εμφανίζονται μόνο σε βρόχους.

Καταστατικές εξισώσεις
B = [𝜇]H

Το μαγνητικό πεδίο συνδέεται με την πυκνότητα μαγνητικής ροής μέσω της μαγνητικής
διαπερατότητας. Το μαγνητικό πεδίο δεν βλέπει ηλεκτρική διαπερατότητα.
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Νόμος Biot-Savart
Το στοιχειώδες μαγνητικό πεδίο 𝑑𝐻 σε σημείο 𝑃 που παράγεται από στοιχειώδες ρεύμα 𝐼𝑑ℓ
είναι ανάλογο με το γινόμενο του 𝐼𝑑ℓ με το ημίτονο της γωνίας που σχηματίζεται μεταξύ του
στοιχειώδους ρεύματος και της γραμμής που συνδέει το ρεύμα με το 𝑃 και αντιστρόφως ανάλογο
με το τετράγωνο της μεταξύ τους απόστασης.
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Νόμος Biot-Savart (συνέχεια 1)

Το μέτρο:

𝑑𝐻 ∼ 𝐼𝑑ℓ sin𝛼
𝑅2

𝑑𝐻 = 𝐼𝑑ℓ sin𝛼
4𝜋𝑅2

Και η πλήρης μορφή:

𝑑H = 𝐼𝑑ℓ× a𝑅
4𝜋𝑅2 = 𝐼𝑑ℓ× R

4𝜋𝑅3
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Νόμος Biot-Savart (συνέχεια 2)

Κανόνας δεξιού χεριού ή δεξιόστροφου κοχλία
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Νόμος Biot-Savart (συνέχεια 3)

Κατανομές ρεύματος: Γραμμική, επιφανειακή και χώρου
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Νόμος Biot-Savart (συνέχεια 4)

Ολικό μαγνητικό πεδίο γραμμικού ρεύματος

H = ∫
𝐿

𝐼𝑑ℓ× a𝑅
4𝜋𝑅2

Ολικό μαγνητικό πεδίο επιφανειακού ρεύματος

H = ∫
𝑆

K 𝑑𝑆 × a𝑅
4𝜋𝑅2

Ολικό μαγνητικό πεδίο ρεύματος χώρου

H = ∫
𝑣

J 𝑑𝑣 × a𝑅
4𝜋𝑅2
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Νόμος Biot-Savart (συνέχεια 5)
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Παράδειγμα 1
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Μονάδα μαγνητικού πεδίου H

Η μονάδα του μαγνητικού πεδίου H είναι A/m
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Παράδειγμα 1

Ο αγώγιμος τριγωνικός βρόχος στο σχήμα μεταφέρει ρεύμα 10 A. Βρείτε το H στο
(0, 0, 5) που οφείλεται στην πλευρά που βρίσκεται στον άξονα 𝑥.

x

y

0 I

2
x

z

0 I 2

h

R

5

1
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Παράδειγμα 1 (συνέχεια 1)

Από νόμο Biot-Savart

H = ∫
𝐿

𝐼𝑑ℓ× R
4𝜋𝑅3

𝑑ℓ = 𝑑𝑥 ̂x R = ℎ ̂z− 𝑥 ̂x 𝑑ℓ× R = 𝑑𝑥 ̂x× (ℎ ̂z− 𝑥 ̂x) = −ℎ𝑑𝑥 ̂y

H = 𝐼
4𝜋 ∫

𝐿

−ℎ𝑑𝑥 ̂y
(ℎ2 + 𝑥2)3/2 = −𝐼ℎ ̂y

4𝜋 ∫
𝐿

0

𝑑𝑥
(ℎ2 + 𝑥2)3/2

Με την αντικατάσταση 𝑥 = ℎ tan 𝜃 έχουμε

∫
𝐿

0

𝑑𝑥
(ℎ2 + 𝑥2)3/2 = ⋯ = sin 𝜃

ℎ2 ∣
𝜃𝐿

0

= sin 𝜃𝐿
ℎ2 = sin(tan−1(𝐿/ℎ))

ℎ2

H = − 𝐼
4𝜋ℎ sin(tan−1(𝐿/ℎ)) ̂y = −59.1 ̂y mA/m

όπου ℎ = 5, 𝐿 = 2, 𝐼 = 10.
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Παράδειγμα 2
Ο κυκλικός βρόχος 𝑥2 + 𝑦2 = 9, 𝑧 = 0, στο σχήμα (a) διαρρέεται από συνεχές ρεύμα
10 A στην κατεύθυνση φ̂. Προσδιορίστε το H στα σημεία (0, 0, 4) και (0, 0, −4).
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Παράδειγμα 2 (συνέχεια 1)

𝑑H = 𝐼𝑑ℓ× R
4𝜋𝑅3

όπου 𝑑ℓ = 𝜌𝑑𝜙 φ̂, R = (0, 0, ℎ) − (𝑥, 𝑦, 0) = −𝜌 ρ̂ + ℎ ̂z και

𝑑ℓ× R = ∣
ρ̂ φ̂ ̂z
0 𝜌𝑑𝜙 0

−𝜌 0 ℎ
∣ = 𝜌ℎ𝑑𝜙 ρ̂ + 𝜌2𝑑𝜙 ̂z

𝑑H = 𝐼
4𝜋(𝜌2 + ℎ2)3/2 (𝜌ℎ𝑑𝜙 ρ̂ + 𝜌2𝑑𝜙 ̂z) = 𝑑𝐻𝜌 ρ̂ + 𝑑𝐻𝑧 ̂z

Εδώ, λόγω συμμετρίας τα απέναντι στοιχειώδη ρεύματα θα δώσουν αντίθετες
συνιστώσες 𝑑𝐻𝜌 οπότε 𝐻𝜌 = 0. Εναλλακτικά, γράφοντας ρ̂ = cos𝜙 ̂x+ sin𝜙 ̂y και
ολοκληρώνοντας για 0 ≤ 𝜙 ≤ 2𝜋 δίνει πάλι μηδέν. Οπότε:

H = ∫ 𝑑𝐻𝑧 ̂z = ∫
2𝜋

0

𝐼𝜌2𝑑𝜙 ̂z
4𝜋(𝜌2 + ℎ2)3/2 = 𝐼𝜌22𝜋 ̂z

4𝜋(𝜌2 + ℎ2)3/2 = 𝐼𝜌2 ̂z
2(𝜌2 + ℎ2)3/2
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Παράδειγμα 2 (συνέχεια 2)

Αντικατάσταση 𝐼 = 10 A, 𝜌 = 3, ℎ = 4 δίνει

H(0, 0, 4) = 10 ⋅ 32 ̂z
2(9 + 16)3/2 = 0.36 ̂z A/m

Ομοίως και για ℎ = −4

H(0, 0, −4) = H(0, 0, 4) = 0.36 ̂z A/m

Η ροή του μαγνητικού πεδίου φαίνεται στο σχήμα (b).
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Παράδειγμα 3
Σωληνοειδές μήκους ℓ και ακτίνας 𝑎 αποτελείται από 𝑁 στροφές /σπείρες σύρματος
που διαρρέονται από ρεύμα 𝐼. Να βρεθεί το H σε σημείο 𝑃 του άξονά του όπως
φαίνεται στο σχήμα. Πως απλοποιείται η σχέση για ℓ ≫ 𝑎 στο κέντρο του
σωληνοειδούς;

Σχήμα: Κάτοψη του σωληνοειδούς
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Παράδειγμα 3 (συνέχεια 1)

Σχήμα: Εικόνα του σωληνοειδούς
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Παράδειγμα 3 (συνέχεια 2)
Αξιοποιούμε το προηγούμενο παράδειγμα με κάθε σπείρα έναν κυκλικό βρόχο και

𝑑𝐻𝑧 = 𝐼𝑑ℓ𝑎2

2(𝑎2 + 𝑧2)3/2 = 𝐼𝑎2𝑛𝑑𝑧
2(𝑎2 + 𝑧2)3/2

όπου 𝑛 = 𝑁/ℓ η πυκνότητα σπειρών με 𝑑ℓ = 𝑛𝑑𝑧. Από το σχήμα (a) tan 𝜃 = 𝑎/𝑧 και

𝑑𝑧 = −𝑎 csc2 𝜃𝑑𝜃 = − (𝑧2 + 𝑎2)3/2

𝑎2 sin 𝜃𝑑𝜃

𝑑𝐻𝑧 = − 𝑛𝐼
2 sin 𝜃𝑑𝜃 ⇒ 𝐻𝑧 = − 𝑛𝐼

2 ∫
𝜃2

𝜃1
sin 𝜃𝑑𝜃 = 𝑛𝐼

2 (cos 𝜃2 − cos 𝜃1)

και
H = 𝑛𝐼

2 (cos 𝜃2 − cos 𝜃1) ̂z = 𝑁𝐼
2ℓ (cos 𝜃2 − cos 𝜃1) ̂z

Στο κέντρο του σωληνοειδούς

cos 𝜃2 = ℓ/2
(𝑎2 + ℓ2/4)1/2 = − cos 𝜃1

και
H = 𝐼𝑛ℓ

2(𝑎2 + ℓ2/4)1/2 ̂z

Για ℓ ≫ 𝑎 ή 𝜃2 ≈ 0∘ και 𝜃1 ≈ 180∘,

H = 𝑛𝐼 ̂z = 𝑁𝐼
ℓ ̂z
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Άσκηση
Σωληνοειδές μήκους ℓ = 75 cm και ακτίνας 𝑎 = 5 cm αποτελείται από 𝑁 = 2000
στροφές /σπείρες σύρματος που διαρρέονται από ρεύμα 𝐼 = 50 mA. Να βρεθεί το H
στα σημεία (0, 0, 0), (0, 0, 75 cm), (0, 0, 50 cm).

H = 𝑁𝐼
2ℓ (cos 𝜃2 − cos 𝜃1) ̂z

Στο (0, 0, 0), 𝜃1 = 90∘, 𝜃2 = tan−1(𝑎/ℓ) = 3.814∘ και

H(0, 0, 0) = 66.52 ̂z A/m

Στο (0, 0, 75), 𝜃1 = 180 − tan−1(𝑎/ℓ) = 176.2∘, 𝜃2 = 90∘ και

H(0, 0, 75) = 66.52 ̂z A/m

Στο (0, 0, 50), 𝜃1 = 180 − tan−1(𝑎/50) = 174.3∘, 𝜃2 = tan−1(𝑎/25) = 11.3∘ και

H(0, 0, 50) = 131.7 ̂z A/m
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Νόμος ρεύματος Ampere

Νόμος ρεύματος Ampere: Το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα του H σε μια κλειστή καμπύλη
ισούται με το ολικό ρεύμα 𝐼enc που εσωκλείει η καμπύλη.

∮
𝐿
H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐼enc

Είναι ανάλογος του νόμου Gauss και χρησιμοποιείται στον υπολογισμό του H για
συμμετρικές κατανομές ρευμάτων.

Από το θεώρημα του Stokes

𝐼enc = ∮
𝐿
H ⋅ 𝑑ℓ = ∫

𝑆
(∇ ×H) ⋅ 𝑑S και 𝐼enc = ∫

𝑆
J ⋅ 𝑑S

έχουμε τη διαφορική μορφή
∇ ×H = J

που ισχύει στην μαγνητοστατική (και είναι μια από τις εξισώσεις Maxwell).

Σημειώστε ότι εφόσον ∇ ×H = J ≠ 0, το μαγνητικό πεδίο ΔΕΝ είναι συντηρητικό.

Walter, walt08.mkv
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Ρευματοφόρος αγωγός απείρου μήκους
Έστω ρευματοφόρος αγωγός απείρου μήκους στον άξονα 𝑧. Ποιο είναι το H στο σημείο 𝑃 ;

Για διαδρομή Ampere (όρος ανάλογος με επιφάνεια Gauss) επιλέγουμε κύκλο με κέντρο τον
άξονα του ρεύματος και κυλινδρικές συντεταγμένες. Επομένως

𝐼 = ∮
𝐿
H ⋅ 𝑑ℓ = ∮

𝐿
𝐻𝜙 φ̂ ⋅ 𝜌𝑑𝜙 φ̂ = 𝐻𝜙𝜌 ∮

𝐿
𝑑𝜙 = 𝐻𝜙2𝜋𝜌 ⇒ H = 𝐼

2𝜋𝜌 φ̂

όπως είδαμε και με το νόμο Biot-Savart στην προηγούμενη διάλεξη.
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Ρευματοφόρα επιφάνεια απείρων διαστάσεων

Έστω αγώγιμο επίπεδο 𝑧 = 0 με ομοιόμορφη πυκνότητα ρεύματος K = 𝐾𝑦 ̂y A/m.
Νόμος Ampere στη διαδρομή που φαίνεται στο σχ (a)

∮H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐼enc = 𝐾𝑦𝑏
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Ρευματοφόρα επιφάνεια απείρων διαστάσεων
(συνέχεια 1)

Για να σχηματίσουμε μια ιδέα πως είναι το πεδίο, θεωρούμε πως όλο το επίπεδο αποτελείται από
παράλληλα ρευματοφόρα νήματα. Στο σχ (b) θεωρούμε ένα ζεύγος. Με τον κανόνα δεξιού χεριού
και τη συμμετρία, είναι φανερό ότι

H = { 𝐻0 ̂x 𝑧 > 0
−𝐻0 ̂x 𝑧 < 0

∮
𝐿
H ⋅ 𝑑ℓ = (∫

2

1
+ ∫

3

2
+ ∫

4

3
+ ∫

1

4
)H ⋅ 𝑑ℓ = 0(−𝑎) + (−𝐻0)(−𝑏) + 0(𝑎) + 𝐻0(𝑏) = 2𝐻0𝑏

Άρα

H = { 𝐾𝑦/2 ̂x 𝑧 > 0
−𝐾𝑦/2 ̂x 𝑧 < 0

Στη γενική περίπτωση έχουμε

H = 1
2 K× n̂

όπου n̂ κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα από το επίπεδο στο σημείο πεδίου.
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Ομοαξονικό καλώδιο απείρου μήκους
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Ομοαξονικό καλώδιο απείρου μήκους (συνέχεια 1)

Έστω ομοαξονικό καλώδιο απείρου μήκους που αποτελείται από δυο ομοαξονικούς
κυλίνδρους με κοινό άξονα τον 𝑧. Στο σχήμα φαίνεται η διατομή. Ο εσωτερικός αγωγός
έχει ακτίνα 𝑎 και μεταφέρει ρεύμα 𝐼. Ο εξωτερικός αγωγός έχει εσωτερική ακτίνα 𝑏,
πάχος 𝑡 και μεταφέρει ρεύμα επιστροφής −𝐼. Θέλουμε να προσδιορίσουμε το πεδίο
παντού στις 4 δυνατές περιοχές: 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎, 𝑎 ≤ 𝜌 ≤ 𝑏, 𝑏 ≤ 𝜌 ≤ 𝑏 + 𝑡 και 𝜌 ≥ 𝑏 + 𝑡 με
την προϋπόθεση ότι το ρεύμα κατανέμεται ομοιόμορφα.

Για την περιοχή 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎

∮
𝐿1

H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐼enc = ∫
𝑆
J ⋅ 𝑑S

J = 𝐼
𝜋𝑎2 ̂z 𝑑S = 𝜌𝑑𝜙𝑑𝜌 ̂z

∫
𝑆
J ⋅ 𝑑S = 𝐼

𝜋𝑎2 ∫
2𝜋

𝜙=0
∫

𝜌

𝜌=0
𝜌𝑑𝜙𝑑𝜌 = 𝐼

𝜋𝑎2 𝜋𝜌2 = 𝐼𝜌2

𝑎2

∮
𝐿1

H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐻𝜙 ∫
𝐿1

𝑑ℓ = 𝐻𝜙2𝜋𝜌 = 𝐼𝜌2

𝑎2 ⇒ 𝐻𝜙 = 𝐼𝜌
2𝜋𝑎2
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Ομοαξονικό καλώδιο απείρου μήκους (συνέχεια 2)

Για την περιοχή 𝑎 ≤ 𝜌 ≤ 𝑏

∮
𝐿2

H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐼enc = 𝐼

𝐻𝜙2𝜋𝜌 = 𝐼 ⇒

𝐻𝜙 = 𝐼
2𝜋𝜌
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Ομοαξονικό καλώδιο απείρου μήκους (συνέχεια 3)

Για την περιοχή 𝑏 ≤ 𝜌 ≤ 𝑏 + 𝑡

∮
𝐿3

H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐻𝜙2𝜋𝜌 = 𝐼enc = 𝐼 + ∫
𝑆
J ⋅ 𝑑S

όπου J η πυκνότητα ρεύματος του εξωτερικού αγωγού κατά μήκος του − ̂z

J = − 𝐼
𝜋[(𝑏 + 𝑡)2 − 𝑏2] ̂z

𝐼enc = 𝐼 − 𝐼
𝜋[(𝑏 + 𝑡)2 − 𝑏2] ∫

2𝜋

𝜙=0
∫

𝜌

𝜌=𝑏
𝜌𝑑𝜙𝑑𝜌 = 𝐼 [1 − 𝜌2 − 𝑏2

𝑡2 + 2𝑏𝑡]

και

𝐻𝜙 = 𝐼
2𝜋𝜌 [1 − 𝜌2 − 𝑏2

𝑡2 + 2𝑏𝑡]
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Ομοαξονικό καλώδιο απείρου μήκους (συνέχεια 4)

Για την περιοχή 𝜌 ≥ 𝑏 + 𝑡

∮
𝐿4

H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐼 − 𝐼 = 0 ⇒ 𝐻𝜙 = 0

Συνολικά

H =

⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

𝐼𝜌
2𝜋𝑎2 φ̂ 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎

𝐼
2𝜋𝜌 φ̂ 𝑎 ≤ 𝜌 ≤ 𝑏

𝐼
2𝜋𝜌 [1 − 𝜌2 − 𝑏2

𝑡2 + 2𝑏𝑡] φ̂ 𝑏 ≤ 𝜌 ≤ 𝑏 + 𝑡

0 𝜌 ≥ 𝑏 + 𝑡
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Ομοαξονικό καλώδιο απείρου μήκους (συνέχεια 5)
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Τοροειδές (toroid)

Σχήμα: Τοροειδές με κυκλική διατομή
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Τοροειδές (συνέχεια 1)

Για την περιοχή 𝜌0 − 𝑎 < 𝜌 < 𝜌0 + 𝑎 έχουμε

∮
𝐿
H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐼enc ⇒ 𝐻 ⋅ 2𝜋𝜌 = 𝑁𝐼 ⇒ 𝐻 = 𝑁𝐼

2𝜋𝜌

Για περίμετρο τοροειδούς ℓ ≈ 2𝜋𝜌0, όπου 𝜌0 η μέση ακτίνα, έχουμε

𝐻 ≈ 𝑁𝐼
ℓ

ίδια σχέση όπως για το μακρύ σωληνοειδές.

Στις άλλες περιοχές έχουμε 𝐻 = 0.
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Άσκηση

Τοροειδές με κυκλική διατομή και κέντρο την αρχή των αξόνων έχει άξονα τον άξονα 𝑧,
𝑁 = 1000 σπείρες, 𝜌0 = 10 cm, 𝑎 = 1 cm και μεταφέρει ρεύμα 𝐼 = 100 mA.
Υπολογίστε το |H| στα σημεία α) (3 cm, −4 cm, 0) και β) (6 cm, 9 cm, 0).

Το πρώτο σημείο βρίσκεται στην εσωτερική περιοχή του τοροειδούς και η καμπύλη
Ampere εσωκλείει μηδενικό ρεύμα. Άρα 𝐻 = 0.

Για το δεύτερο σημείο 𝜌 =
√

62 + 92 = 10.817 cm η απόσταση από το κέντρο, άρα
μέσα στο δακτύλιο του τοροειδούς και

𝐻 = 𝑁𝐼
2𝜋𝜌 = 147.14 A/m
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Topic

1 Παράδειγμα αντιστάτη

2 Παράδειγμα χωρητικότητας

3 Μαγνητοστατικά πεδία

4 Νόμος Ampere

5 Μαγνητική επαγωγή

6 Περίληψη
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Μαγνητική επαγωγή - Πυκνότητα μαγνητικής ροής
Η πυκνότητα μαγνητικής ροής B είναι παρόμοια με την πυκνότητα ηλεκτρικής ροής D.
Όπως έχουμε D = 𝜖0E στο κενό ή αέρα, έτσι έχουμε και

B = 𝜇0H

όπου 𝜇0 η μαγνητική διαπερατότητα του κενού με τιμή 𝜇0 = 4𝜋 × 10−7 H/m.

Η μαγνητική ροή μέσα από μια επιφάνεια 𝑆 είναι

Φ = ∫
𝑆
B ⋅ 𝑑S

όπου Φ η μαγνητική ροή σε Weber (Wb) και η πυκνότητα μαγνητικής ροής σεWb/m2

ή Tesla (T).

• Οι γραμμές μαγνητικής ροής είναι οι γραμμές όπου το B είναι εφαπτόμενο σε
κάθε σημείο τους.

• Είναι αυτές όπου προσανατολίζονται οι βελόνες μιας μαγνητικής πυξίδας.
• Κάθε γραμμή είναι κλειστή χωρίς αρχή και τέλος και δεν μπλέκονται μεταξύ τους.
• Εφόσον δεν υπάρχουν μεμονωμένα μαγνητικά φορτία (μονόπολα) έχουμε πάντα

∮
𝑆
B ⋅ 𝑑S = 0
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Μαγνητική επαγωγή (συνέχεια 1)

και από το θεώρημα απόκλισης

∮
𝑆
B ⋅ 𝑑S = ∫

𝑣
∇ ⋅ B 𝑑𝑣 = 0 ⇒ ∇ ⋅ B = 0

μια από τις εξισώσεις Maxwell
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Μαγνητικό βαθμωτό δυναμικό

Δυο ταυτότητες που ισχύουν για οποιοδήποτε βαθμωτό πεδίο 𝑉 και διανυσματικό
πεδίο A είναι:

∇ × (∇𝑉 ) = 0 ∇ ⋅ (∇ × A) = 0
Επομένως από τη μαγνητοστατική εξίσωση Maxwell όπου ∇ ×H = J, εάν J = 0
έχουμε

∇ ×H = ∇ × (−∇𝑉𝑚) = 0
που σημαίνει μαγνητικό βαθμωτό δυναμικό 𝑉𝑚 με

H = −∇𝑉𝑚 για περιοχή όπου J = 0

σε αναλογία με το βαθμωτό ηλεκτρικό δυναμικό E = −∇𝑉 . Που σημαίνει και εδώ ότι
έχουμε αντίστοιχη εξίσωση Laplace

∇2𝑉𝑚 = 0 για J = 0
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Μαγνητικό διανυσματικό δυναμικό

Από την εξίσωση Maxwell ∇ ⋅B = 0 και την δεύτερη ταυτότητα μπορούμε να ορίσουμε
ένα μαγνητικό διανυσματικό δυναμικό A σεWb/m ως

B = ∇ × A

Σε αναλογία με το ηλεκτρικό δυναμικό

𝑉 = ∫ 𝑑𝑄
4𝜋𝜖0𝑅

μπορούμε και εδώ να ορίσουμε

A = ∫
𝐿

𝜇0𝐼𝑑ℓ
4𝜋𝑅 A = ∫

𝑆

𝜇0K𝑑𝑆
4𝜋𝑅 A = ∫

𝑣

𝜇0J𝑑𝑣
4𝜋𝑅

για γραμμική, επιφανειακή και χωρική κατανομή ρεύματος αντίστοιχα.
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Μαγνητικό διανυσματικό δυναμικό (συνέχεια 1)

Από τον ορισμό της μαγνητικής ροής και το θεώρημα Stokes

Φ = ∫
𝑆
B ⋅ 𝑑S = ∫

𝑆
(∇ × A) ⋅ 𝑑S = ∮

𝐿
A ⋅ 𝑑ℓ

ένας εναλλακτικός τρόπος υπολογισμού μαγνητικής ροής.

Το μαγνητικό διανυσματικό δυναμικό A παρέχει ένα ισχυρό εργαλείο επίλυσης
ηλεκτρομαγνητικών προβλημάτων, ιδίως στην περιοχή με ακτινοβολίες και κεραίες.
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Άσκηση

Δοθέντος του μαγνητικού δυναμικού A = −𝜌2/4 ̂zWb/m υπολογίστε την μαγνητική
ροή που διέρχεται από την επιφάνεια 𝜙 = 𝜋/2, 1 ≤ 𝜌 ≤ 2 m, 0 ≤ 𝑧 ≤ 5 m.
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Άσκηση (συνέχεια 1)

Μέθοδος 1

B = ∇ × A = −𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜌 φ̂ = 𝜌

2 φ̂ 𝑑S = 𝑑𝜌𝑑𝑧 φ̂

Φ = ∫
𝑆
B ⋅ 𝑑S = 1

2 ∫
5

𝑧=0
∫

2

𝜌=1
𝜌𝑑𝜌𝑑𝑧 = 5

4𝜌2∣
2

1

= 15
4 = 3.75 Wb

Μέθοδος 2

Φ = ∮
𝐿
A ⋅ 𝑑ℓ = Φ1 + Φ2 + Φ3 + Φ4

Φ1 = Φ3 = 0 εφόσον A έχει μόνο 𝑧 συνιστώσα

Φ = Φ2 + Φ4 = −1
4 ∫

5

0
𝑑𝑧 − 4

4 ∫
0

5
𝑑𝑧 = −5

4 + 5 = 15
4 = 3.75 Wb

Προσοχή εδώ στην κατεύθυνση ολοκλήρωσης.
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Topic

1 Παράδειγμα αντιστάτη

2 Παράδειγμα χωρητικότητας

3 Μαγνητοστατικά πεδία

4 Νόμος Ampere

5 Μαγνητική επαγωγή

6 Περίληψη
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Περίληψη

• Νόμος Biot-Savart αντίστοιχος του Coulomb όπου το μαγνητικό πεδίο 𝑑H στο r
που οφείλεται στο στοιχειώδες ρεύμα 𝐼𝑑ℓ στο r′ είναι

𝑑H = 𝐼𝑑ℓ× R
4𝜋𝑅3 σε A/m

όπου R = r− r′ και 𝑅 = |R|. Για επιφανειακά ρεύματα ή ρεύματα χώρου
αντικαθιστούμε το 𝐼𝑑ℓ με K𝑑𝑆 ή J𝑑𝑣 αντίστοιχα.

• Νόμος Ampere παρόμοιος με νόμο Gauss που ορίζει την κυκλοφορία του H σε
έναν κλειστό βρόγχο να ισούται με το ρεύμα που εσωκλείεται από το βρόγχο.

∮
𝐿
H ⋅ 𝑑ℓ = 𝐼enc = ∫

𝑆
J ⋅ 𝑑S ή ∇ ×H = J

η τρίτη εξίσωση Maxwell. Για συμμετρικά ρεύματα όπου μπορούμε να βρούμε
μια διαδρομή Ampere για την οποία H = 𝐻𝜙 φ̂ είναι σταθερή, το μαγνητικό
πεδίο βρίσκεται εύκολα από

𝐻𝜙 ∮
𝐿

𝑑ℓ = 𝐼enc ⇒ 𝐻𝜙 = 𝐼enc
ℓ
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Περίληψη (συνέχεια 1)

• Η μαγνητική ροή μέσω μιας επιφάνειας 𝑆 είναι

Φ = ∫
𝑆
B ⋅ 𝑑S σεWb

όπου B η πυκνότητα μαγνητικής ροής σεWb/m2. Στο κενό

B = 𝜇0H

όπου 𝜇0 = 4𝜋 × 10−7 H/m η μαγνητική διαπερατότητα του κενού.
• Εφόσον δεν υπάρχουν μαγνητικά μονόπολα η ολική μαγνητική ροή μέσα από μια
κλειστή επιφάνεια είναι μηδέν.

Φ = ∮
𝑆
B ⋅ 𝑑S = 0 ή ∇ ⋅ B = 0 η τέταρτη εξίσωση Maxwell
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Περίληψη (συνέχεια 2)

• Οι εξισώσεις Maxwell για στατικά ηλεκτρομαγνητικά πεδία είναι

∇ ⋅ D = 𝜌𝑣 ∇ ⋅ B = 0 ∇ × E = 0 ∇ ×H = J

• Το μαγνητικό βαθμωτό δυναμικό ορίζεται σαν

H = −∇𝑉𝑚 για J = 0

και το μαγνητικό διανυσματικό δυναμικό σαν

B = ∇ × A για ∇ ⋅ A = 0 (Coulomb gauge)

η τελευταία σχέση από ∇ × B = ∇(∇ ⋅ A) − ∇2A

Με αυτόν τον ορισμό του A η μαγνητική ροή μέσω μιας επιφάνειας 𝑆 είναι

Φ = ∮
𝐿
A ⋅ 𝑑ℓ

όπου 𝐿 είναι μια κλειστή διαδρομή που ορίζει την επιφάνεια 𝑆.
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Περίληψη (συνέχεια 3)

Σχήμα:Walter Lec15, 3:50-7:30
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Περίληψη (συνέχεια 4)

• Το μαγνητικό διανυσματικό δυναμικό στο r που οφείλεται στο στοιχειώδες ρεύμα
𝐼𝑑ℓ στο r′ είναι

A = ∫ 𝜇0𝐼𝑑ℓ
4𝜋𝑅 όπου 𝑅 = |r− r′|

• Υπάρχουν ομοιότητες μεταξύ ηλεκτροστατικών και μαγνητοστατικών πεδίων
όπως φαίνονται στον επόμενο πίνακα.
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Περίληψη (συνέχεια 5)
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