
Parathrăseic

Οι παρακάτω ασκήσειc αποτεlούν ένα καlό αντιπροσωπευτικό δείγµα για το µάθηµα Ηlεκτροτεχνία ΙΙ (πlην του κεφαlαίου

των Μετασχηµατιστών). Επειδή ορισµένοι σπουδαστέc έκαναν το σχόlιο

{ ∆άσκαlε, πωc θα είµαστε σίγουροι ότι lύσαµε σωστά τιc ασκήσειc? }

έκανα την προσπάθεια να σαc δείξω στιc περισσότερεc από αυτέc πωc χρησιµοποίησα το πρόγραµµα LTSpice για επιβε-
βαίωση. Προσθέτω επίσηc ότι τιc αριθµητικέc πράξειc τιc έκανα µε το πρόγραµµα SCILAB (ποlύ πιο ισχυρό εργαlείο
από ένα απlό κοµπιουτεράκι) lύνονταc µε ευκοlία τα γραµµικά συστήµατα που παρουσιάστηκαν καθώc επίσηc και τιc

γραφικέc παραστάσειc στο κεφάlαιο των Μεταβατικών Φαινοµένων.

Πιστεύω ότι τα παραπάνω εργαlεία θα σαc φανούν και εσάc ποlύ χρήσιµα στο µέllον, στην επαγγεlµατική σαc δουlειά,

όταν δεν θα έχετε τον δάσκαlο να σαc επιβεβαιώνει τιc lύσειc σαc σε διάφορα προβlήµατα. Ευκαιρία lοιπόν να τα µάθετε

τώρα.



HLEKTROTEQNIA II ` ASKHSEIS GIA QRISTOUGENNA ` PĹtra 19/12/2006

1 KefĹlaio

’Askhsh 1.7 Να υποlογιστούν τα ρεύµατα στο παρακάτω κύκlωµα.
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΄Εχουµε Z1 = 2 Ω, Z2 = 2 + j2 Ω, Z3 = 4 + j6 − j4 Ω, Z23 = Z2 ‖ Z3 = 1.754 /37.875◦ = 1.385 + j1.077 Ω και
Zolikì = Z1 + Z23 = 3.385 + j1.077 = 3.552 /17.65◦ Ω.

I1 =
12 /0◦

Zolikì
= 3.379 /−17.65◦ = 3.219− j1.024 A

και µε διαιρέτη ρεύµατοc

I2 =
Z3

Z2 + Z3
I1 = 2.095 /−24.775◦ = 1.902− j0.878 A

I3 =
Z2

Z2 + Z3
I1 = 1.325 /−6.340◦ = 1.317− j0.146 A

Το παρακάτω netlist για το LTSpice όπου θέτουµε ω = 1 rad/s για f = ω/(2π) = 0.15915 Hz

a s k i s i 1 . 7
V 1 0 ac 12 0
R1 1 2 2
L1 2 3 2
R2 3 0 2
C1 2 4 0 .25
R3 4 5 4
L2 5 0 6
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac I (R1) I (R2) I (R3)
. end

µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R3 ) : mag : 1 .32505 phase : −6.33997 d e v i c e c u r r e n t
I (R2 ) : mag : 2 .09494 phase : −24.769 d e v i c e c u r r e n t
I (R1 ) : mag : 3 .37811 phase : −17.646 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 1.8 Να υποlογιστεί η τάση τηc πηγήc στο παρακάτω κύκlωµα όταν U̇0 = 8 /45◦ V.
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a trìpoc

Στο παρακάτω κύκlωµα εφόσον U̇0 = 8 /45◦ V έχουµε

I3 =
U̇0

2
= 4 /45◦ A

΄Εναc κανόναc βρόγχων του Kirchhoff στο δεξιό βρόγχο δίνει

U U0

2 Ω -j2 Ω

2 Ωj2 Ω
+

-

0

1 2
3

I1

I2
I3

İ3(−j2 + 2)− İ2(j2) = 0 ⇒ İ2 =
İ3(−j2 + 2)

j2
= İ3(−1− j) = 5.657 /−90◦ A

Επίσηc, İ1 = İ2 + İ3 = 4 /−45◦ A και από τον αριστερό βρόγχο, πάlι µε κανόνα βρόγχων του Kirchhoff

U̇ = 2İ1 + j2İ2 = 17.89 /−18.435◦ V

b trìpoc

Εφαρµόζονταc γραµµικότητα θέτουµε U̇ = 1 /0◦ V. Το ισοδύναµο κατά Thevenin στουc ακροδέκτεc 3,0 είναι

U̇TH =
j2

2 + j2
U̇ = 0.707 /45◦ V

ZTH = (2 ‖ j2)− j2 = 1 + j − j2 = 1− j = 1.414 /−45◦ Ω

Εποµένωc, U̇0 =
2

2 + 1− j
0.707 /45◦ = 0.447 /63.435◦ V και

U̇ =
8 /45◦

0.447 /63.435◦
= 17.889 /−18.435◦ V

η πραγµατική τιµή τηc πηγήc τάσηc.

Υπάρχουν ποllέc άllεc παραllαγέc για lύση. Το παρακάτω netlist για το LTSpice όπου εφαρµόζουµε γραµµικότητα και
θέτουµε ω = 1 rad/s για f = ω/(2π) = 0.15915 Hz

a s k i s i 1 . 8
V 1 0 ac 1 0
R1 1 2 2
L1 2 0 2
C1 2 3 0 .5
R2 3 0 2
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac Vm(3) Vp(3 )
. end

µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
V( 3 ) : mag : 0 .447074 phase : 63 .4313 v o l t a g e

σε καlή συµφωνία µε την U̇0 πριν διορθώσουµε για γραµµικότητα.

’Askhsh 1.10 Μετατρέψτε τουc φάσορεc σε κυµατοµορφέc για τιc συχνότητεc f1 = 50 Hz, f2 = 400 Hz.

U̇1 = 24 /−45◦ U̇2 = 10 /120◦ U̇3 = 8 /−60◦ U̇4 = 2 /30◦
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Για f1 = 50 Hz

u1(t) = 24
√

2 sin(2πf1t− 45◦) = 33.941 sin(314.16t− 45◦)
u2(t) = 10

√
2 sin(2πf1t + 120◦) = 14.142 sin(314.16t + 120◦)

u3(t) = 8
√

2 sin(2πf1t− 60◦) = 11.314 sin(314.16t− 60◦)
u4(t) = 2

√
2 sin(2πf1t + 30◦) = 2.828 sin(314.16t + 30◦)

Για f2 = 400 Hz

u1(t) = 24
√

2 sin(2πf2t− 45◦) = 33.941 sin(2513.3t− 45◦)
u2(t) = 10

√
2 sin(2πf2t + 120◦) = 14.142 sin(2513.3t + 120◦)

u3(t) = 8
√

2 sin(2πf2t− 60◦) = 11.314 sin(2513.3t− 60◦)
u4(t) = 2

√
2 sin(2πf2t + 30◦) = 2.828 sin(2513.3t + 30◦)

’Askhsh 1.11 Κάνετε τιc προσθέσειc

1. 3 /30◦ + 4 /30◦

2. 2 /45◦ − 4 /−45◦

3. 6 /20◦ + 5 /40◦

4. 1 /−20◦ + 1 /180◦
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3 /30◦ + 4 /30◦ = 2.5981 + j1.5000 + 3.4641 + j2.0000 = 6.0622 + j3.5000 = 7 /30◦

2 /45◦ − 4 /−45◦ = 1.4142 + j1.4142− 2.8284 + j2.8284 = −1.4142 + j4.2426 = 4.4721 /108.435◦

6 /20◦ + 5 /40◦ = 5.6382 + j2.0521 + 3.8302 + j3.2139 = 9.4684 + j5.2661 = 10.834 /29.082◦

1 /−20◦ + 1 /180◦ = 0.93969− j0.34202− 1 + j0 = −0.060307− j0.342020 = 0.34730 /−100◦

’Askhsh 1.12 Να βρείτε το µέτρο και τη φάση των παρακάτω εµπεδήσεων και να τιc σχεδιάσετε στο µιγαδικό επίπεδο.

−1.5 + j2 Ω 2.82− j1.03 Ω 1.32 + j1.5 Ω − 1− j1 Ω

LÔsh

z1 = −1.5 + j2 = 2.5 /126.87◦

z2 = 2.82− j1.03 = 3.0022 /−20.065◦

z3 = 1.32 + j1.5 = 1.9981 /48.652◦

z4 = −1− j1 = 1.414 /−135◦

z
1

z
2

z
3

z
4

’Askhsh 1.13 Να βρείτε τιc εµπεδήσειc που έχουν τα παρακάτω στοιχεία:

1. Πηνίο 2 H στα 100 Hz.

2. Πυκνωτήc 25 µF στα 50 Hz.

3. Πυκνωτήc 25 µF στα 50 rad/s.

4. Ωµική αντίσταση 75 Ω στα 377 rad/s.
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ZL = jωL = j2πfL = j628.32 · 2 = 1256.6 Ω

ZC =
1

jωC
= − j

2πfC
= −j127.32 Ω

ZC =
1

jωC
= −j800 Ω

R = 75 Ω

’Askhsh 1.14 Να βρείτε την οlική εµπέδηση που φαίνεται από τα Α, Β στα παρακάτω κυκlώµατα.
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(a) ZAB =
[
(6 + j4) ‖ (3− j2)

]
+ 2 = 4.792 /−7.334◦ Ω

(b) ZAB =

[{([
(j3) ‖ (−j2)

]
+ 4

)
‖ (−j4)

}
‖ (j2)

]
+ 6 = 10.77 /31.33◦ Ω

(c) ZAB =

{[{([
(2− j2) ‖ (−j2)

]
+ (j2)

)
‖ (j2)

}
+ 2

]
‖ (−j2)

}
+ 2 + 2 = 5.423 /−12.53◦ Ω

’Askhsh 1.21 Να βρεθούν η τάση u(t) και το ρεύµα i(t) στα παρακάτω κυκlώµατα.
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Στο κύκlωµα (a) ο πυκνωτήc έχει εµπέδηση ZC = −j/(3/6) = −j2 Ω και ο φάσοραc τηc πηγήc είναι İs = (10/
√

2) /45◦ A.
Με διαιρέτη ρεύµατοc

İ =
ZC

ZC + 4
İs = 3− j = 3.162 /−18.435◦ ⇒ i(t) = 4.472 cos(3t− 18.435◦) A

Η τάση στα άκρα του πυκνωτή είναι ίδια µε την τάση στα άκρα τηc 4 Ω. ΄Αρα, u(t) = 4i(t) = 17.89 cos(3t− 18.435◦) V.

Το παρακάτω netlist για το LTSpice

a s k i s i a1 21a
I 0 1 ac 10 45
R 1 0 4
C 1 0 0.16667
. ac l i n 1 0 .47746 0.47746
. p r i n t ac
. end

µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .47746 Hz
V( 1 ) : mag : 17 .8884 phase : −18.4352 v o l t a g e
I (R ) : mag : 4 .4721 phase : −18.4352 d e v i c e c u r r e n t

Στο κύκlωµα (b) ο πυκνωτήc έχει εµπέδηση ZC = −j/(4/12) = −j3 Ω, το πηνίο ZL = j4 · 3 = j12 Ω, και ο φάσοραc
τηc πηγήc είναι U̇s = (50/

√
2) /0◦ A.

Η τάση στο µεσαίο κlάδο είναι η τάση τηc πηγήc, άρα

İ =
U̇s

4− j3
= 7.071 /36.87◦ ⇒ i(t) = 10 cos(4t + 36.87◦) A

Στον δεξιό κlάδο µπορούµε να εφαρµόσουµε διαιρέτη τάσηc, άρα

U̇ =
ZL

ZL + 8
U̇s = 29.417 /33.69◦ ⇒ u(t) = 41.603 cos(4t + 33.69◦) V

Το παρακάτω netlist για το LTSpice

a s k i s i a1 21b
Vs 1 0 ac 50 0
R1 1 2 4
C 2 0 0.083333
R2 1 3 8
L 3 0 3
. ac l i n 1 0 .63662 0.63662
. p r i n t ac
. end

µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .63662 Hz
V( 3 ) : mag : 41 .6009 phase : 33 .6886 v o l t a g e
I (R1 ) : mag : 9 .99999 phase : 36 .87 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 1.22 Να βρεθούν τα ρεύµατα i1(t), i2(t) στο παρακάτω κύκlωµα εάν η συχνότητα τηc πηγήc είναι f = 50 Hz.
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Το πηνίο και ο πυκνωτήc είναι παράllηlα και η εµπέδηση είναι

Z = (j5) ‖ (−j10) = j10 Ω

Με διαιρέτη τάσηc, η τάση στα άκρα του πηνίου και πυκνωτή είναι

U̇ =
j10

j10 + 8
40 = 31.235 /38.66◦ V

άρα

İ1 =
U̇

j5
= 6.247 /−51.34◦ ⇒ i1(t) = 8.834 sin(2π50 · t− 51.34◦) A

İ2 =
U̇

−j10
= 3.123 /128.66◦ ⇒ i2(t) = 4.417 sin(2π50 · t + 128.66◦) A

Το παρακάτω netlist για το LTSpice

a s k i s i a1 22
V 1 0 ac 40 0
R 1 2 8
L 2 0 0.015915
C 2 0 0.00031831
. ac l i n 1 50 50
. p r i n t ac
. end

µαc δίνει

f r e qu en c y : 50 Hz
I (C ) : mag : 3 .12279 phase : 128 .653 d e v i c e c u r r e n t
I (L ) : mag : 6 .24578 phase : −51.336 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 1.24 Να βρεθεί η εµπέδηση Z στο παρακάτω κύκlωµα εάν U̇o = 4 /0◦ V.
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Το ρεύµα που διέρχεται από το πηνίο άρα και από την άγνωστη εµπέδηση είναι

İ =
U̇o

j8
= −j0.5 A

Με διαδοχικούc µετασχηµατισµούc πηγών καταlήγουµε στο παρακάτω κύκlωµα (c)

12 Ω
+

-

+

-
Uo

Z

j8 Ω-j4 Ω1.67   -90o A
+

-
Uo

Z

j8 Ω

1.2-j3.6

-6-j2 V I

(b) (c)

όπου µε εφαρµογή του κανόνα τάσεων του Kirchhoff στον ένα βρόγχο έχουµε

İ(1.2− j3.6) + İZ + U̇o − (−6− j2) = 0 ⇒ Z = −6 + j2 + 4 + İ(1.2− j3.6)
İ

= 2.8− j16.4 = 16.637 /−80.311◦ Ω



Για επιβεβαίωση µε το LTSpice θέτουµε στο αρχικό κύκlωµα την τιµή τηc Z και εξετάζουµε την τιµή τηc U̇o. Z =
2.8 − j16.4 σηµαίνει ωµική αντίσταση 2.8 Ω και χωρητική αντίσταση −j16.4 Ω. Εποµένωc ένα κατάllηlο netlist µε
ω = 1 rad/s είναι

a s k i s i a1 24
Vs 1 0 ac 20 −90
R1 1 2 12
C1 2 0 0 .25
R2 2 3 2 .8
C2 3 4 0.060976
L 4 0 8
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac Vm(4) Vp(4 )
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
V( 4 ) : mag : 3 .99966 phase : −0.0101502 v o l t a g e

σε καlή συµφωνία µε το 4 /0◦.

2 KefĹlaio

’Askhsh 2.3 Σε εν σειρά κύκlωµα συντονισµού έχουµε R = 10 Ω. Να βρεθούν οι τιµέc L και C έτσι ώστε το κύκlωµα
να έχει συχνότητα συντονισµού 100 kHz και εύροc ωφέlιµηc ζώνηc 1 kHz. Να βρεθούν κατόπιν τα άκρα τηc ωφέlιµηc
ζώνηc και ο συντεlεστήc ποιότηταc του κυκlώµατοc.

LÔsh

f0 =
1

2π
√

LC
⇒ LC =

1
(2πf0)2

= 2.5330× 10−12

∆f =
R

2πL
⇒ L =

R

2π∆f
= 1.5915× 10−3 H και C =

LC

L
= 1.5915× 10−9 F

Ο συντεlεστήc ποιότηταc είναι

Qs =
f0

∆f
= 100

Τα άκρα τηc ωφέlιµηc ζώνηc είναι f1, f2 όπου

f1f2 = f2
0 και f2 − f1 = ∆f

οπότε

f2 =
f2
0

f1
και

f2
0

f1
− f1 = ∆f ⇒ f2

1 + ∆f · f1 − f2
0 = 0 ⇒

f1 = −∆f

2
+

√(
∆f

2

)2

+ f2
0 = 99501.25 Hz και f2 =

f2
0

f1
= 100501.25 Hz

Μια καlή προσέγγιση των f1, f2 (σε αυτή την περίπτωση) υποlογίζεται επίσηc µε

f1 = f0 −
∆f

2
= 99500 Hz και f2 = f0 +

∆f

2
= 100500 Hz

’Askhsh 2.4 Στο παρακάτω κύκlωµα να προσδιοριστεί η τιµή τηc C έτσι ώστε να έχουµε συντονισµό. Υποlογίστε
κατόπιν τιc αllαγέc στα στοιχεία όταν αllάξουµε κlίµακα στη συχνότητα µε συντεlεστή συχνότηταc KF = 1000.

C

4 Ω

6 Ω

4 H

4cos2t V
+

-
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Συντονισµό έχουµε όταν η οlική εµπέδηση που βlέπει η πηγή έχει φανταστικό τµήµα µηδέν. Οι εµπεδήσειc στουc δυο

κlάδουc για ω = 2 rad/s είναι

Z1 = 4− j

2C
και Z2 = 6 + j2 · 4 = 6 + j8

και η οlική εµπέδηση είναι

Zol =
Z1 · Z2

Z1 + Z2
=

(
4− j

2C

)
(6 + j8)

4− j

2C
+ 6 + j8

=

(
24 +

4
C

)
+ j

(
32− 3

C

)
10 + j

(
8− 1

2C

) =


(

24 +
4
C

)
+ j

(
32− 3

C

)
10 + j

(
8− 1

2C

)
·

10− j

(
8− 1

2C

)
10− j

(
8− 1

2C

)


Το φανταστικό µέροc του αριθµητή που µηδενίζεται είναι

10
(

32− 3
C

)
−

(
8− 1

2C

) (
24 +

4
C

)
= 0 ⇒ 2

C2
−50

C
+128 = 0 ⇒ 1

C
=

50±
√

502 − 4 · 2 · 128
2 · 2

= 22.1047 και 2.8953 ⇒

C = 45.24 mF και 345.39 mF

δυο δυνατέc lύσειc για τη χωρητικότητα.

Αllαγή κlίµακοc στη συχνότητα κατα KF = 1000 σηµαίνει ίδιεc ωµικέc αντιστάσειc και

C ′ =
C

KF
= 45.24 µF ή 345.39 µF και L′ =

L

KF
= 4 mH

’Askhsh 2.5 Στο παρακάτω κύκlωµα υποlογίστε την συχνότητα συντονισµού καθώc και την εµπέδηση ZAB στο

συντονισµό. ∆ίδονται R1 = 125 Ω, R2 = 30 Ω, C = 4 µF και L = 10 mH. Εκτιµήστε τον συντεlεστή ποιότηταc.

R1

R2

C

L

A

B
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Η σύνθετη αγωγιµότητα που φαίνεται από τα Α,Β είναι

YAB =
1

ZAB
=

1
R1

+ jωC +
1

R2 + jωL
=

1
R1

+ jωC +
R2 − jωL

R2
2 + ω2L2

=
1

R1
+

R2

R2
2 + ω2L2

+ j

(
ωC − ωL

R2
2 + ω2L2

)
Συντονισµό έχουµε όταν το φανταστικό µέροc µηδενίζεται, οπότε

ωC =
ωL

R2
2 + ω2L2

⇒ R2
2 + ω2L2 =

L

C
⇒ ω0 =

√
1

LC
− R2

2

L2
= 4000 rad/s ή f0 =

ω0

2π
= 636.62 Hz

Κρατήσαµε µόνο τη θετική lύση που έχει φυσική σηµασία. Για τη συχνότητα συντονισµού ω0 έχουµε

YAB =
1

R1
+

R2

R2
2 + ω2

0L2
= 0.02 S ⇒ ZAB =

1
YAB

= 50 Ω

Το δικτύωµα θυµίζει παράllηlο συντονισµό. Μπορούµε να µετατρέψουµε τον εν σειρά συνδυασµό L, R2 σε παράllηlο

συνδυασµό Rp, Lp (σεl. 55 βιβlίο) όπου

Rp = R2

[
1 +

(
ω0L

R2

)2
]

= 83.333 Ω Lp = L

[
1 +

(
R2

ω0L

)2
]

= 0.015625 H

΄Εχουµε επίσηc

R = R1 ‖ Rp = 50 Ω

και το ισοδύναµο παράllηlο δικτύωµα συντονισµού έχει παράllηlα στοιχεία R, C και Lp. Ο συντεlεστήc ποιότητοc

είναι

Qp = ω0RC = 0.8

’Askhsh 2.8 Στο παρακάτω κύκlωµα υποlογίστε τη συχνότητα ω για την οποία τα u(t) και i(t) είναι εν φάση.



+

-

i(t)

u(t)

1 H

1 H

1 F

1 Ω

LÔsh

Τα u(t) και i(t) είναι εν φάση όταν η εµπέδηση που βlέπει η πηγή είναι καθαρά ωµική. Εποµένωc

=m

{(
jω +

1
jω

)
+

(
1 ‖ jω

)}
= 0 ⇒ =m

{
jω − j

ω
+

jω

1 + jω
· 1− jω

1− jω

}
= 0 ⇒ ω − 1

ω
+

ω

1 + ω2
= 0 ⇒

ω2(1 + ω2)− (1 + ω2) + ω2

ω(1 + ω2)
= 0 ⇒ ω4 + ω2 − 1 = 0 ⇒ ω2 =

−1 +
√

5
2

= 0.61803 ⇒

ω = 0.78615 rad/s ή f =
ω

2π
= 0.12512 Hz

όπου κρατήσαµε µόνο τιc θετικέc τιµέc των συχνοτήτων που έχουν φυσικό νόηµα.

’Askhsh 2.11 Στο παρακάτω κύκlωµα έχουµε i(t) = 10 sin t. Υποlογίστε την χωρητικότητα C έτσι ώστε u(t) =
U0 sin t. Ποιά είναι η τιµή U0?

i(t) 1 F

1 Ω

C2
3 H

+

-

u(t)

LÔsh

Μετατρέπονταc σε φάσορεc και µιγαδικέc εµπεδήσειc έχουµε το παρακάτω κύκlωµα.

1 Ω

2
3 Ω

+

-

-j Ωj  
1

C
Ω-jI U

K

Με κανόνα ρευµάτων του Kirchhoff στον επάνω κόµβο Κ έχουµε

İ =
U̇

j(2/3)
+

U̇

(−j)
+

U̇

1− j/C
= U̇

[
−j

3
2

+ j +
C

C − j

]
= U̇

[
−j

3
2

+ j +
C2 + jC

1 + C2

]
⇒

U̇ =
İ[

C2

1 + C2
− j

1
2

+
jC

1 + C2

]
Και επειδή U̇ = (U0/

√
2) /0◦ και İ = (10/

√
2) /0◦ έχουµε

U0 =
10[

C2

1 + C2
− j

1
2

+
jC

1 + C2

]
όπου U0 πραγµατικόc αριθµόc. Εποµένωc

C

1 + C2
=

1
2
⇒ C2 − 2C + 1 = 0 ⇒ C = 1 F και U0 = 20 V



3 KefĹlaio

’Askhsh 3.1 Στο παρακάτω κύκlωµα να υποlογίσετε την U̇0 υποθέτονταc αρχικά ότι U̇0 = 1 /0◦ και χρησιµοποιώνταc
γραµµικότητα.

12   0o  V

I1

I2

I32 Ω

2 Ω

j2 Ω

-j2 Ω
U0

+

-

LÔsh

Εάν U̇0 = 1 /0◦ V τότε İ3 = U̇0/2 = 0.5 /0◦ A.

12   0o  V

I1

I2

I32 Ω

2 Ω

j2 Ω

-j2 Ω
U0

+

-

0

1

Η τάση U̇10 στον δεξιό κlάδο είναι τότε

U̇10 = İ3(j2) + U̇0 = j + 1 V

άρα το ρεύµα

İ2 =
U̇10

−j2
=

j(j + 1)
2

=
j − 1

2
A

και

İ1 = İ2 + İ3 =
j − 1

2
+

1
2

=
j

2
A

Οπότε η πηγή που θα έδινε την τάση που υποθέσαµε από κανόνα Kirchhoff στον αριστερό βρόγχο

2İ1 + U̇10 = U̇s = j + j + 1 = 1 + 2j V

Και µε µέθοδο τριών, η τεlική τάση U̇0 είναι

U̇0 =
12

1 + j2
= 5.3666 /−63.435◦ V

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 1
Vs 1 0 ac 12 0
R1 1 2 2
C1 2 0 0 .5
L1 2 3 2
R2 3 0 2
. ac l i n 1 0.1591549 0.1591549
. p r i n t ac Vm(3) Vp(3 )
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .159155 Hz
V( 3 ) : mag : 5 .36495 phase : −63.4292 v o l t a g e



’Askhsh 3.2 Στο παρακάτω κύκlωµα να υποlογίσετε την U̇0.

-j Ω

j2 Ω12   30o  V

2 Ω

1 Ω 1 Ω U0

+

-

LÔsh

Μετατρέπουµε την πηγή τάσηc σε πηγή ρεύµατοc και αντικαθιστούµε τιc τρειc παράllηlεc εµπεδήσειc µε την ισοδύναµή

τουc.

-j Ω

j2 Ω 6   30o  A 2 Ω 1 Ω 1 Ω U0

-j Ω

1 Ω U0

+

-

0.6+j0.2 Ω

3.795   48.435o  V

İs =
12 /30◦

2
= 6 /30◦ A και

1
Z

=
1
2

+ 1− j

2
= 1.5− j0.5 ⇒ Z = 0.6 + j0.2 = 0.6325 /18.435◦ Ω

Μετασχηµατίζουµε κατόπιν σε πηγή τάσηc

U̇ = İsZ = 3.795 /48.435◦ V

και έχουµε κύκlωµα ενόc βρόγχου από όπου µε ένα διαιρέτη τάσηc

U̇0 =
1

1− j + 0.6 + j0.2
U̇ = 2.1213 /75◦ V

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 2
V1 1 0 ac 12 30
R1 1 2 2
R2 2 0 1
L1 2 0 2
C1 2 3 1
R3 3 0 1
. ac l i n 1 0.1591549 0.1591549
. p r i n t ac Vm(3) Vp(3 )
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .159155 Hz
V( 3 ) : mag : 2 .12106 phase : 75 v o l t a g e



’Askhsh 3.3 Στο παρακάτω κύκlωµα να υποlογίσετε τιc τάσειc U̇1, U̇2.

2 Ω j2 Ω

U1 U2

2I0

12   10o  V

I0

2   60o  A

+ -

LÔsh

΄Εχουµε U̇1 − U̇2 = 12 /10◦ V που σηµαίνει ότι κυκlοφορεί κάποιο ρεύµα İ12 από τον κόµβο 1 στον κόµβο 2. Ο κανόναc

ρευµάτων του Kirchhoff για τον κόµβο 1 είναι

2 /60◦ − İ0 − İ12 = 0

Στον κόµβο 2 εισέρχεται το ρεύµα İ12 και έχουµε

İ12 − 2İ0 −
U̇2

j2
= 0 ⇒ İ12 = 2

U̇1

2
+

U̇2

j2

και η πρώτη εξίσωση γίνεται

2 /60◦ − U̇1

2
− U̇1 −

U̇2

j2
= 0 ⇒ 3

2
U̇1 − j

U̇2

2
= 2 /60◦ ⇒

3
2

(U̇2 + 12 /10◦)− j
U̇2

2
= 2 /60◦ ⇒

(
3
2
− j

2

)
U̇2 = 2 /60◦ − 18 /10◦ ⇒

U̇2 = −9.7572− j4.1815 = 10.615 /−156.802◦ V

U̇1 = U̇2 + 12 /10◦ = 2.0605− j2.0977 = 2.9404 /−45.513◦ V

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 3
I s 0 1 ac 2 60
R1 1 3 2
Vd 3 0 ac 0
Vs 1 2 ac 12 10
F1 2 0 Vd 2
L1 2 0 2
. ac l i n 1 0.1591549 0.1591549
. p r i n t ac Vm(1) Vp(1 ) Vm(2) Vp(2 )
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .159155 Hz
V( 1 ) : mag : 2 .94049 phase : −45.48 v o l t a g e
V( 2 ) : mag : 10 .6139 phase : −156.805 v o l t a g e

’Askhsh 3.4 Στο παρακάτω κύκlωµα να υποlογίσετε το ρεύµα i0.

+

-
1 H i0

0.02 F

4cos(10t-π/4) Α20sin(10t-π/4) V

10 Ω



LÔsh

Καταρχήν µετατρέπουµε σε φάσορεc. Αν πάρουµε το sin σαν αναφορά χρησιµοποιούµε τη σχέση cos θ = sin(90◦ +θ) έτσι
ώστε 4 cos(10t− π/4) = 4 sin(10t− π/4 + π/2) = 4 sin(10t + π/4). Μετατρέπουµε κατόπιν την πηγή τάσηc σε ρεύµατοc
και έχουµε το παρακάτω σχήµα.

i010 Ω
2

2

4

2

-45o 45o
j10 Ω -j5 Ω AA

U

Κανόναc ρευµάτων του Kirchhoff δίνει

2√
2

/−45◦ +
4√
2

/45◦ = U̇

(
1
10

+
1

j10
+

j

5

)
⇒ U̇ =

3 + j

0.1 + j0.1
= 20− j10 = 22.361 /−26.565◦ V

και

İ0 =
U̇

j10
= −1− j2 = 2.2361 /−116.565◦ A και i0(t) = 3.162 sin(10t− 116.565◦) A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 10 rad/s είναι

3 4
V1 1 0 ac 20 −45
R1 1 2 10
L1 2 0 1
C1 2 0 0 .02
I 1 0 2 ac 4 45
. ac l i n 1 1 .5915 1 .5915
. p r i n t ac Vm(2) Vp(2 )
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 1 .5915 Hz
I ( L1 ) : mag : 3 .16237 phase : −116.554 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 3.7 Προσδιορίστε το ρεύµα i0(t) στο παρακάτω κύκlωµα όταν is(t) = 6 cos(200t + 15◦) A.

20 Ω

40 Ω

u0

+

-
50 µF 100 mH

0.1u0

i0

is(t)

LÔsh

Καταρχήν µετατρέπουµε σε φάσορεc µε αναφορά το cos.

İs = (6/
√

2) /15◦ A
1

jωC
= − j

200 · 50× 10−6
= −j100 Ω jωL = j200 · 100× 10−3 = j20 Ω

Το κύκlωµα έχει µόνο πηγέc ρεύµατοc και 3 κόµβουc (έναc είναι ο αναφοράc) άρα εφαρµόζουµε µέθοδο κόµβων.



20 Ω

40 Ω

u0

+

-
50 µF 100 mH

0.1u0

i0

is(t)

0

1 2

U̇1

(
1
20

+
j

100
+

1
40

)
− U̇2

(
1
40

)
= İs + 0.1U̇1

−U̇1

(
1
40

)
+ U̇2

(
1
40

− j

20

)
= −0.1U̇1

 ⇒

U̇1

(
1
20

+
j

100
+

1
40

− 0.1
)
− U̇2

(
1
40

)
=

6√
2

/15◦

−U̇1

(
1
40

− 0.1
)

+ U̇2

(
1
40

− j

20

)
= 0

Lύνονταc το σύστηµα έχουµε

U̇1 = 102.9 /−89.036◦ V U̇2 = 138.054 /154.4◦ V

İ0 =
U̇1 − U̇2

40
= 5.145 /−52.166◦ A και i0(t) = 7.276 cos(200t− 52.166◦) A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 200 rad/s είναι

3 7
I s 0 1 ac 6 15
R1 1 0 20
C1 1 0 50u
R2 1 2 40
G1 2 1 1 0 0 .1
L1 2 0 100m
. ac l i n 1 31 .831 31 .831
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 31 .831 Hz
I (R2 ) : mag : 7 .27631 phase : −52.1672 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 3.8 Υποlογίστε την τάση u0 στο παρακάτω κύκlωµα.

20 Ω

u0

+

-

50 µF
10 mH

+

-
20 Ω 30 Ω4i0

i0

10cos(103t) V

LÔsh

Καταρχήν µετατρέπουµε σε φάσορεc µε αναφορά το cos.

U̇s = (10/
√

2) /0◦ V
1

jωC
= − j

1000 · 50× 10−6
= −j20 Ω jωL = j1000 · 10× 10−3 = j10 Ω

Μετατρέπουµε επίσηc την πηγή τάσηc σε πηγή ρεύµατοc İs = 0.354 /0◦ A. Το κύκlωµα τώρα έχει µόνο πηγέc ρεύµατοc
και 3 κόµβουc (έναc είναι ο αναφοράc) άρα εφαρµόζουµε µέθοδο κόµβων.



20 Ω U0

+

-
20 Ω 30 Ω4I0

I0

j10 Ω-j20 Ω

0.354   0o A

0

1 2

U̇1

(
1
20

+
1
20

+
j

20

)
− U̇2

(
j

20

)
= İs

−U̇1

(
j

20

)
+ U̇2

(
j

20
+

1
30 + j10

)
= −4İ0 = −4

U̇1

20

 ⇒

U̇1

(
1
20

+
1
20

+
j

20

)
− U̇2

(
j

20

)
= 0.354 /0◦

−U̇1

(
j

20
− 1

5

)
+ U̇2

(
j

20
+

1
30 + j10

)
= 0

Lύνονταc το σύστηµα έχουµε

U̇1 = 1.112 /−24.15◦ V U̇2 = 4.587 /88.69◦ V

και µε διαρέτη τάσηc

U̇0 =
30

30 + j10
U̇2 = 4.351 /70.25◦ ⇒ u0(t) = 6.154 cos(1000t + 70.25◦) V

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1000 rad/s είναι

3 8
V1 1 0 ac 10 0
R1 1 2 20
R2 2 5 20
Vd 5 0 ac 0 0
C1 2 3 50u
F1 3 0 Vd 4
L1 3 4 10m
R3 4 0 30
. ac l i n 1 159 .15 159 .15
. p r i n t ac Vm(4) Vp(4 )
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 159 .15 Hz
V( 4 ) : mag : 6 .15397 phase : 70 .2546 v o l t a g e

’Askhsh 3.9 Υποlογίστε το ρεύµα i0(t) στο παρακάτω κύκlωµα.

2 Ω 1 H

+

-

i0

2 H0.25 F

0.5 F cos(2t) A8sin(2t+30o) V

LÔsh

Καταρχήν µετατρέπουµε σε φάσορεc. Αν πάρουµε το sin σαν αναφορά χρησιµοποιούµε τη σχέση cos θ = sin(90◦ + θ)
έτσι ώστε cos(2t) = sin(2t + 90◦). Παρατηρούµε επίσηc ότι οι 4 επάνω εµπεδήσειc σχηµατίζουν ένα τρίγωνο το οποίο
µπορούµε να µεταρέψουµε σε αστέρα και να εξαφανίσουµε έτσι τον επάνω βρόγχο (κύκlωµα (c)).



2 Ω

+

-

8 30o V

2

1 90o A

2-j Ω

j2 Ω

-j2 Ω j4 Ω

I0

j2

j22

0.8+j0.4

0.8+j0.4 -0.4+j0.8

+

-

8 30o V

2

1 90o A

2-j Ω

I0

0.8+j0.4

0.8+j0.4 -0.4+j0.8

I1I2

(a)

(b)

(c)

Με κανόνεc Kirchhoff τώρα (ρευµάτων στον επάνω κόµβο, βρόγχων στον αριστερό βρόγχο) έχουµε

İ2 + İ1 = İ0

İ2(0.8 + j0.4) + İ0(0.8 + j0.4− j) = U̇

}
⇒ İ0 =

(
8√
2

/30◦
)

+
(

1√
2

/90◦
)

(0.8 + j0.4)

0.8 + j0.4 + 0.8 + j0.4− j
=

= 3.553 /43.451◦ ⇒ i0(t) = 5.025 sin(2t + 43.451◦) A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 2 rad/s είναι

3 9
V1 2 0 ac 8 30
R1 2 1 2
C1 1 0 0 .5
L1 1 3 1
I 1 0 3 ac 1 90
C2 2 4 0 .25
L2 4 3 2
. ac l i n 1 0 .31831 0.31831
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .31831 Hz
I (C1 ) : mag : 5 .02588 phase : 43 .462 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 3.12 Προσδιορίστε την τάση U̇AB στο παρακάτω κύκlωµα.

8 Ω

2 Ω

j6 Ω

4   45o A Us

+

-
-j Ω -j2 Ω

4 Ω j5 Ω
A

B

2Us



LÔsh

Αν συνδυάσουµε τιc εν σειρά εµπεδήσειc βlέπουµε ότι έχουµε ένα κύκlωµα µε πηγέc ρεύµατοc και 3 κόµβουc (έναc από

αυτούc είναι ο αναφοράc). Μπορούµε lοιπόν µε µέθοδο κόµβων να βρούµε την τάση U̇2 και κατόπιν µε διαιρέτη τάσηc

την U̇AB .

2 Ω

8+j6 Ω

4   45o A Us

+

-
-j Ω 4+j3 Ω2Us

1 2

0

΄Εχουµε

U̇1

(
1
2

+
1

8 + j6

)
− U̇2

(
1

8 + j6

)
= 4 /45◦

−U̇1

(
1

8 + j6

)
+ U̇2

(
1

8 + j6
+

1
(−j)

+
1

4 + j3

)
= 2U̇s = 2U̇1

 ⇒

U̇1

(
1
2

+
1

8 + j6

)
− U̇2

(
1

8 + j6

)
= 4 /45◦

−U̇1

(
1

8 + j6
+ 2

)
+ U̇2

(
1

8 + j6
+

1
(−j)

+
1

4 + j3

)
= 0

Lύνονταc το σύστηµα έχουµε

U̇1 = 5.779 /31.167◦ V U̇2 = 14.075 /−44.171◦ V

και µε διαρέτη τάσηc

U̇AB =
−j2

4 + j5− j2
U̇2 = 5.630 /−171.04◦ V

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 12
I s 0 1 ac 4 45
R1 1 0 2
R2 1 2 8
L1 2 3 6
G1 0 3 1 0 2
C1 3 0 1
R3 3 4 4
L2 4 5 5
C2 5 0 0 .5
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac Vm(5) Vp(5 )
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
V( 5 ) : mag : 5 .6296 phase : −171.033 v o l t a g e

’Askhsh 3.15 Υποlογίστε τα ρεύµατα οφθαlµών İ1, İ2 στο παρακάτω κύκlωµα.



3 Ω

+ -

j4 Ω 3 Ω

j2 Ω
2 Ω

j Ω

-j6 Ω
30   20o V

I1

I2

LÔsh

Με µέθοδο οφθαlµών έχουµε

İ1 (3 + j4 + 2 + j)− İ2 (2 + j) = 30 /20◦

−İ1 (2 + j) + İ2 (3 + j2− j6 + j + 2) = 0

Lύνονταc το σύστηµα έχουµε

İ1 = 4.667 /−20.175◦ A İ2 = 1.790 /37.354◦ A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 15
V1 1 0 ac 30 20
R1 1 2 3
L1 2 3 4
R2 3 4 2
L2 4 0 1
R3 3 5 3
L3 5 6 2
C1 6 0 0.16667
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R3 ) : mag : 1 .78958 phase : 37 .345 d e v i c e c u r r e n t
I (R1 ) : mag : 4 .66626 phase : −20.1629 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 3.17 Προσδιορίστε τα ρεύµατα İ1, İ2, İ3 στο παρακάτω κύκlωµα, όταν Z = 80− j35 Ω.
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-

+

-

120   -90o V

120   -30o V Z

Z

Z

I1

I2

I3

LÔsh

Οι τάσειc U̇1, U̇1 και U̇1 + U̇2 εφαρµόζονται σε φορτία Z άρα

İ4 =
U̇1

Z
= 1.3742 /−66.3706◦ A İ5 =

U̇2

Z
= 1.3742 /−6.3706◦ A İ6 =

U̇1 + U̇2

Z
= 2.3802 /−36.3706◦ A



+

-

+

-

U1=120   -90o V

U2=120   -30o V

Z

I1

I2

I3

0

R1

R2

R3

C1

C2

C3

Z

Z

I4

I5

I6

1

2

3

4

5

΄Εχουµε επίσηc

İ1 = İ4 + İ6 = 3.6359 /−47.2640◦ A
İ3 = −(İ5 + İ6) = 3.6359 /154.5228◦ A
İ2 = İ5 − İ4 = 1.3742 /53.6294◦ A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 17
V1 2 0 ac 120 −90
R1 0 1 80
C1 1 2 0.028571
R2 0 5 80
C2 5 4 0.028571
V2 0 4 ac 120 −30
R3 2 3 80
C3 3 4 0.028571
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R3 ) : mag : 2 .38023 phase : −36.3697 d e v i c e c u r r e n t
I (R2 ) : mag : 1 .37423 phase : −6.36965 d e v i c e c u r r e n t
I (R1 ) : mag : 1 .37423 phase : 113 .63 d e v i c e c u r r e n t
I (V2 ) : mag : 3 .63586 phase : 154 .524 d e v i c e c u r r e n t
I (V1 ) : mag : 3 .63586 phase : 132 .737 d e v i c e c u r r e n t

Εδώ χρειάζεται µια ερµηνεία των αποτεlεσµάτων του LTSpice. Οι φορέc ρεύµατοc του προγράµµατοc ακοlουθούν τον
θετικό και αρνητικό ακροδέκτη των εκάστοτε στοιχείων. Επίσηc, αρνητικό πρόσηµο σηµαίνει ποl/σµό µε /180◦ ή /−180◦.
Lαµβάνονταc αυτά υπόψη, τα αποτεlέσµατα του LTSpice είναι

I(R3) = 2.38023 /−36.3697◦ = İ6

I(R2) = 1.37423 /−6.36965◦ = İ5

I(R1) = 1.37423 /113.63◦ = −İ4

I(V2) = 3.63586 /154.524◦ = İ3

I(V1) = 3.63586 /132.737◦ = −İ1

’Askhsh 3.18 Να βρεθούν τα ρεύµατα İ1, İ2, İ3 και İx στο παρακάτω κύκlωµα.
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-
I1

I2

I3

12    64o V

20 Ω

10 Ω

8 Ω

-j25 Ω

j16 Ω-j15 Ω

Ix

LÔsh

Μέθοδοc οφθαlµών.

(20− j15 + 8)İ1 − 8İ2 + j15İ3 = 12 /64◦

−8İ1 + (8 + j16− j25)İ2 − j16İ3 = 0
j15İ1 − j16İ2 + (10− j15 + j16)İ3 = 0

Από όπου

İ1 = 0.381 /109.604◦ A İ2 = 0.344 /124.407◦ A İ3 = 0.145 /−60.417◦ A İx = İ1 − İ2 = 0.1005 /48.50◦ A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 18
V1 1 0 ac 12 64
R1 1 2 20
C1 2 3 0.066667
R2 2 4 10
R3 3 0 8
L1 3 4 16
C2 4 0 0 .04
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (C2 ) : mag : 0 .344288 phase : 124 .411 d e v i c e c u r r e n t
I (R3 ) : mag : 0 .1005 phase : 48 .4941 d e v i c e c u r r e n t
I (R2 ) : mag : 0 .145467 phase : −60.3987 d e v i c e c u r r e n t
I (R1 ) : mag : 0 .381409 phase : 109 .603 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 3.20 Στο παρακάτω κύκlωµα us = 12 cos(4t − 30◦) V και is = 6 sin(2t) A. Να βρεθεί το ρεύµα ix(t) µε τη
µέθοδο τηc υπερθέσεωc.
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-

ix

3 Ω

2 Ω

1 H

is us

(1/8) F

LÔsh

Με τη µέθοδο υπερθέσεωc διακρίνουµε τα κυκlώµατα (a), (b). Παρατηρούµε ότι us και is έχουν διαφορετική συχνότητα.
΄Αρα τα αντίστοιχα κυκlώµατα µε φάσορεc είναι τα (c), (d).



ix1

3 Ω

2 Ω
1 H

is

(1/8) F

+
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ix2

3 Ω

2 Ω

1 H

us

(1/8) F

(a) (b)

3 Ω

2 Ω

(c)

+

-

3 Ω

2 Ω

(d)

j2 Ω

-j4 Ω
Ix1

Is

Ix2

j4 Ω

-j2 Ω

Us

Από το (c), µε διαιρέτη ρεύµατοc, έχουµε

İx1 =
2− j4

2− j4 + 3 + j2
İs =

2− j4
5− j2

6√
2

= 3.523 /−41.633◦ A ⇒ ix1(t) = 4.983 sin(2t− 41.633◦) A

Από το (d), µε κανόνα βρόγχων του Kirchhoff, έχουµε

İx2 =
U̇s

2− j2 + 3 + j4
=

12 /−30◦
√

2(5 + j2)
= 1.576 /−51.801◦ A ⇒ ix2(t) = 2.228 cos(4t− 51.801◦) A

΄Αρα, το τεlικό αποτέlεσµα είναι

ix(t) = ix1(t) + ix2(t) = 4.983 sin(2t− 41.633◦) + 2.228 cos(4t− 51.801◦) A

’Askhsh 3.22 Να βρεθεί το ρεύµα i0(t) στο παρακάτω κύκlωµα µε τη µέθοδο τηc υπερθέσεωc.
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24 V

100 Ω

60 Ω

80 Ω

40 mH

20 µF

50cos(2000t) V

2sin(4000t) A

i0

LÔsh

Εξετάζουµε το κύκlωµα µε µόνη τη dc πηγή τάσηc. Ο πυκνωτήc στο συνεχέc δρα σαν διακόπτηc και το πηνίο σαν
βραχυκύκlωµα. ΄Αρα ο αριστερόc βρόγχοc είναι και αυτόc εκτόc. Από το κύκlωµα (b) έχουµε



+
−

24 V

100 Ω

60 Ω

80 Ω

i01

(a)

100 Ω

60 Ω

80 Ω

40 mH

20 µF

i01

+
−

24 V

(b)

i01(t) =
24

100 + 80 + 60
= 0.1 A

Εξετάζουµε τώρα το κύκlωµα µε µόνη την ac πηγή τάσηc ενεργή (κύκlωµα (c)). Μετατροπή σε φάσορεc οδηγεί στο
(κύκlωµα (d)) µε U̇s = (50/

√
2) /0◦ V, ω = 2000 rad/s και αναφορά το cos. Μετατρέπουµε την πηγή τάσηc σε ρεύµατοc,

İ1 = U̇s/(j80 − j25) = 0.6428 /−90◦ A µε παράllηlη εµπέδηση Z1 = j80 − j25 = j55 Ω. ΄Εχουµε Z2 = Z1 ‖ 80 =
45.322 /55.491◦ Ω και µετασχηµατίζουµε την πηγή ρεύµατοc πίσω σε πηγή τάσηc U̇2 = İ1 · Z2 = 29.134 /−34.509◦ V
καταlήγονταc στο κύκlωµα ενόc βρόγχου (e).
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80 Ω

I02

-j25 Ω

j80 Ω

100 Ω

60 Ω

I02

+

-

U2

Z2

(c) (d) (e)

Από αυτό και τον κανόνα βρόγχων του Kirchhoff,

İ02 = − U̇2

Z2 + 100 + 60
= 0.1538 /134.119◦ ⇒ i02(t) = 0.2175 cos(2000t + 134.119◦) A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 2000 rad/s είναι

3 22b
Vs 1 0 ac 50 0
C1 1 2 20u
L1 0 4 40m
R3 2 4 80
R1 3 2 100
R2 4 3 60
. ac l i n 1 318 .31 318 .31
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 318 .31 Hz
I (R1 ) : mag : 0 .217544 phase : 134 .119 d e v i c e c u r r e n t

Στην τεlευταία περίπτωση (κύκlωµα (f)) διατηρούµε µόνο την πηγή ρεύµατοc ενεργή. Μετατρέπονταc σε φάσορεc έχουµε
το κύκlωµα (g) µε İs = (2/

√
2) /0◦ A και ω = 4000 rad/s.



100 Ω

60 Ω

80 Ω

40 mH

20 µF

i03

Isis

100 Ω

60 Ω

80 Ω

I03

-j 12.5 Ω

j160 Ω

100 Ω

I03

-j 12.5 Ω

Is

100 Ω

I03

+

-

100 Ω

I03

+

-

(f)

(g)

(h) (i)

(j)

Z31

Z32

Z33

Z31

Z33

Z4

U3

U4

Z3

Μπορούµε να το lύσουµε µε µέθοδο κόµβων (σύστηµα 3ηc τάξηc - δοκιµάστε το) αllά χρησιµοποιούµε µετατροπή αστέρα

σε τρίγωνο όπου (κύκlωµα (h))

Z31 =
80 · 60 + 60 · j160 + j160 · 80

j160
= 143.178 /−12.095◦ Ω

Z32 =
80 · 60 + 60 · j160 + j160 · 80

60
= 381.809 /77.905◦ Ω

Z33 =
80 · 60 + 60 · j160 + j160 · 80

80
= 286.356 /77.905◦ Ω

Συνεχίζονταc, (κύκlωµα (i))

Z3 = Z32 ‖ (−j12.5) = 12.913 /−89.594◦ Ω και U̇3 = İs · Z33 = 404.97 /77.905◦ V

Με θεώρηµα Thevenin µεταφερόµαστε τεlικά στο (j) όπου

U̇4 =
Z31

Z3 + Z33 + Z31
U̇3 = 186.9 /15.973◦ V

Z4 = (Z3 + Z33) ‖ Z31 = 126.345 /15.388◦ Ω

και

İ03 = − U̇4

Z4 + 100
= 0.833 /−172.622◦ ⇒ i03(t) = 1.178 sin(4000t− 172.622◦) A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 4000 rad/s είναι

3 22c
I s 0 1 ac 2 0
C1 1 3 20u
L1 1 2 40m
R3 3 2 80
R2 2 0 60
R1 0 3 100
. ac l i n 1 636 .62 636 .62
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 636 .62 Hz
I (R1 ) : mag : 1 .17821 phase : −172.622 d e v i c e c u r r e n t



Οπότε τεlικά

i3(t) = 0.1 + 0.2175 cos(2000t + 134.119◦) + 1.178 sin(4000t− 172.622◦) A

’Askhsh 3.24 Με µετασχηµατισµούc πηγών προσδιορίστε την τάση u0 στο παρακάτω κύκlωµα.

20 Ω
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-
80 Ω

0.4 mH
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5cos(105t) V u0

+

-

LÔsh

΄Εχουµε U̇s = (5/
√

2) /0◦ V και ω = 105 rad/s. Μετατρέπονταc σε φάσορεc έχουµε το κύκlωµα (a).

20 Ω

+

-
80 Ω

+

-

5

2

0o V
-j50 Ω

j40 Ω

U0

(a)

20 Ω 80 Ω
+

-
-j50 Ω

j40 Ω

U0

(b)

+

-
80 Ω

+

-

j40 Ω

U0

(c)

U1

Z1

I1

Στα (b), (c) έχουµε
İ1 = U̇s/20 = 0.1768 /0◦ A
Z1 = 20 ‖ (−j50) = 18.57 /−21.801◦ Ω
U̇1 = İ1 · Z1 = 3.283 /−21.801◦ V

U̇0 =
80

80 + j40 + Z1
U̇1 = 2.556 /−40.601◦ V

u0(t) = 3.615 cos(105t− 40.601◦) V

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 105 rad/s είναι

3 24
Vs 1 0 ac 5 0
R1 1 2 20
C1 2 0 0 .2 u
L1 2 3 0 .4m
R2 3 0 80
. ac l i n 1 15915.49431 15915.49431
. p r i n t ac Vm(3) Vp(3 )
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 15915.5 Hz
V( 3 ) : mag : 3 .61547 phase : −40.6011 v o l t a g e

’Askhsh 3.26 Να βρεθούν τα ισοδύναµα κυκlώµατα Thevenin και Norton ωc προc τουc ακροδέκτεc Α, Β για κάθε
ένα από τα παρακάτω κυκlώµατα.
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(a)

A

B
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-j5 Ω

j10 Ω

(b)

LÔsh

Ισοδύναµο Thevenin για το κύκlωµα (a). Εφόσον οι ακροδέκτεc Α,Β είναι ανοικτοί, η τάση U̇AB|oc είναι ίση µε την τάση

στα άκρα του πυκνωτή.

U̇TH = U̇AB|oc =
−j10

j20− j10
50 /30◦ = 50 /−150◦ V και ZTH =

[
j20 ‖ (−j10)

]
+10 = 10−j20 = 22.361 −63.435◦ Ω

Ισοδύναµο Norton για το κύκlωµα (a). ZN = ZTH όπωc παραπάνω. Το ρεύµα βραχυκυκlώσεωc των Α,Β είναι το ρεύµα

που περνάει από την αντίσταση R = 10 Ω.

10 Ω
+

-

j20 Ω

-j10 Ω50   30o V

IN

10 Ωj20 Ω -j10 Ω

2.5   -60o A
IN

10 Ω-j20 Ω2.5   -60o A

IN

Με µετασχηµατισµό πηγήc και διαιρέτη ρεύµατοc

İN =
−j20

10− j20
2.5 /−60◦ = 2.236 /−86.565◦ A

Ισοδύναµο Thevenin για το κύκlωµα (b). Με µετασχηµατισµό τηc πηγήc ρεύµατοc έχουµε το (c). Οπότε

32   0o V

8 Ω -j5 Ω

j10 Ω 4   0o A 8 Ω -j5 Ω

IN

+

-

(c) (d)

U̇TH =
j10

j10 + 8− j5
32 /0◦ = 33.92 /57.995◦ V και ZTH =

[
8− j5

]
‖ (j10) = 10 /25.989◦ Ω

Ισοδύναµο Norton για το κύκlωµα (b). ZN = ZTH όπωc παραπάνω. Το ρεύµα βραχυκυκlώσεωc των Α,Β είναι το ρεύµα

που περνάει από τον πυκνωτή (κύκlωµα (d)). Με διαιρέτη ρεύµατοc

İN =
8

8− j5
4 /0◦ = 3.392 /32.005◦ A

’Askhsh 3.27 Να βρεθούν τα ισοδύναµα κυκlώµατα Thevenin και Norton ωc προc τουc ακροδέκτεc Α, Β για κάθε
ένα από τα παρακάτω κυκlώµατα.
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LÔsh

Ισοδύναµο Thevenin για το κύκlωµα (a). ΄Εχουµε

U̇TH = U̇AB|oc =
(
2 /0◦

)[(
j4 ‖ (−j2)

)
+ 6

]
= 2 · (6− j4) = 12− j8 = 14.422 /−33.69◦ V

ZTH =
[(

j4 ‖ (−j2)
)

+ 6
]

= 6− j4 = 7.211 /−33.69◦ Ω

Ισοδύναµο Norton για το κύκlωµα (a). ZN = ZTH όπωc προηγουµένωc. Για το ρεύµα βραχυκυκlώσεωc İN , εφόσον

βραχυκυκlώνουµε τα Α,Β, το ρεύµα τηc πηγήc ρεύµατοc θα περάσει όlο από το βραχυκύκlωµα. ΄Αρα

İN = 2 /0◦A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s για το ισοδύναµο Thevenin είναι

3 27a
I s 0 1 ac 2 0
L1 1 2 4
C1 1 2 0 .5
R1 2 0 6
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
V( 1 ) : mag : 14 .4243 phase : −33.6881 v o l t a g e

Για το ισοδύναµο Norton θεωρούµε ότι τα Α,Β ενώνονται µε µια ποlύ µικρή αντίσταση R2 = 0.1 pΩ και

3 27a2
I s 0 1 ac 2 0
L1 1 2 4
C1 1 2 0 .5
R1 2 0 6
R2 1 0 0 .1 p
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει



f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R2 ) : mag : 2 phase : −4.40651e−013 d e v i c e c u r r e n t

Για το κύκlωµα (b), κάνουµε δυο διαδοχικούc µετασχηµατισµούc πηγών και έχουµε κύκlωµα ενόc βρόγχου.
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-j5 Ω
60 Ω30 Ω 4   45o A A
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20 Ω

80    45o V

Για το ισοδύναµο Thevenin, µε ένα διαρέτη τάσηc

U̇TH =
−j5

20 + j10− j5
80 /45◦ = 19.403 /−59.036◦ V

και

ZTH = (−j5) ‖ (20 + j10) = 5.423 /−77.471◦ Ω

Για το ισοδύναµο Norton, ο πυκνωτήc βραχυκυκlώνεται και βγαίνει εκτόc, και

İN =
80 /45◦

20 + j10
= 3.578 /18.435◦ A και ZN = ZTH

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s για το ισοδύναµο Thevenin είναι

3 27b
Vs 1 0 ac 120 45
R1 1 2 30
R2 2 0 60
L1 2 3 10
C1 3 0 0 .2
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
V( 3 ) : mag : 19 .4026 phase : −59.0343 v o l t a g e

Για το ισοδύναµο Norton θεωρούµε ότι τα Α,Β ενώνονται, ο πυκνωτήc βραχυκυκlώνεται και βγαίνει εκτόc, και İN είναι

το ρεύµα που διέρχεται από το πηνίο.

3 27b2
Vs 1 0 ac 120 45
R1 1 2 30
R2 2 0 60
L1 2 0 10
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I ( L1 ) : mag : 3 .57759 phase : 18 .4368 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 3.31 Να βρεθεί η τάση U̇0 στο παρακάτω κύκlωµα.
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Χαρακτηρίζουµε τα ρεύµατα στουc κlάδουc και έχουµε το παρακάτω κύκlωµα.
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I1 I2
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Με κανόνεc Kirchhoff έχουµε

İ1 = İ2 − İs

2İ1 + İ2(2− j2) = U̇s

}
⇒ İ2 =

U̇s + 2İs

4− j2
=

24 /0◦ + 2 · 2 /90◦

4− j2
= 5.441 /36.027◦ A

και

U̇0 = 2İ2 = 10.881 /36.027◦ V

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 31
Vs 1 0 ac 24 0
R1 1 2 2
L1 2 3 2
I s 0 3 ac 2 90
C1 2 4 0 .5
R2 4 0 2
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
V( 4 ) : mag : 10 .8811 phase : 36 .0281 v o l t a g e

’Askhsh 3.34 Να βρεθεί το ισοδύναµο κατά Thevenin ωc προc τουc ακροδέκτεc Α, Β στο παρακάτω κύκlωµα.
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Το κύκlωµα περιέχει εξαρτηµένη πηγή άρα χρειάζεται να βρούµε την τάση µε ανοικτούc ακροδέκτεc U̇AB|oc (τάση The-
venin) και το ρεύµα βραχυκυκlώσεωc İAB|sc (ρεύµα Norton).

15   0o A

-j4 Ω

2 Ω

A

B

4 Ω j3 Ω

I0

0.5 I0

C

(a)

15   0o A

-j4 Ω

2 Ω

A

B

4 Ω j3 Ω

I0

0.5 I0

C

(b)

IN

I1

Στο κύκlωµα (a) βlέπουµε στον κόµβο C ότι

15 /0◦ = İ0 + 0.5İ0 ⇒ İ0 =
15
1.5

= 10 /0◦A

Οπότε η τάση Thevenin είναι

0.5İ0(4 + j3) + U̇AB|oc − İ0(2− j4) = 0 ⇒ U̇AB|oc = İ0(2− j4− 2− j1.5) = −j55 = 55 /−90◦ V

Για το ρεύµα Norton έχουµε το κύκlωµα (b). ∆εν βγάζουµε εκτόc την πηγή. Με κανόνεc Kirchhoff έχουµε

İs = İ0 + İ1

İ1 = 0.5İ0 + İAB|sc

İ1(4 + j3) = İ0(2− j4)

 ⇒

İ1 = İs

/(
1 +

4 + j3
2− j4

)
= 11.028 /−53.973◦ A

İAB|sc = İ1 − 0.5İ0 = 13.563 /−80.538◦ A

İ0 =
4 + j3
2− j4

İ1 = 1 /46.332◦ A

Οπότε

ZTH =
U̇AB|oc

İAB|sc

= 4.055 /−9.462◦ Ω

Τεlικά, U̇TH = U̇AB|oc = 55 /−90◦ V και ZTH = 4.055 /−9.462◦ Ω

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s για την τάση Thevenin είναι

3 34
I 1 0 3 ac 15 0
R1 3 4 2
C1 4 5 0 .25
Vd 5 0 ac 0 0
R2 3 2 4
L1 2 1 3
F1 1 0 Vd 0 .5
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

V( 1 ) : mag : 55 .0008 phase : −90.0052 v o l t a g e

Για το ρεύµα Norton προσθέτουµε απlώc την εντοlή

R3 1 0 0 .01 p

µετά την F1 (ποlύ µικρή αντίσταση, άρα βραχυκύκlωµα) και µαc δίνει

I (R3 ) : mag : 13 .5608 phase : −80.5424 d e v i c e c u r r e n t



’Askhsh 3.36 Να βρεθεί το ρεύµα İ0 χρησιµοποιώνταc το θεώρηµα Norton.
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Αφαιρούµε το φορτίο στον δεξιό κlάδο και βραχυκυκlώνουµε τα Α,Β (κύκlωµα (a)).

3   0o A
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A
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+

-

5 Ω

10 Ω
40   90o V

-j2 Ω

A

B

8 Ω

j4 Ω

5 Ω

10 Ω

8.544   69.444o A

A

B

5 Ω

j15 Ω

20 Ω

I0

IN

Γ∆

I1

I2

I3

∆

ZN

(a) (b)

(c)

Στον κόµβο Α έχουµε

İ1 + 3 /0◦ = İN

Εάν πάρουµε τον εξωτερικό βρόγχο, έχουµε

5İ1 = 40 /90◦ ⇒ İ1 = 8 /90◦ A

Εποµένωc

İN = 8 /90◦ + 3 /0◦ = 3 + j8 = 8.544 /69.444◦ A

Για το ZN (κύκlωµα (b)), η εµπέδηση που φαίνεται από τα Α,Β ανοικτά, µε βραχυκυκlωµένη την πηγή τάσηc και ανοικτό
κύκlωµα την πηγή ρεύµατοc είναι απlώc ZN = 5 Ω. Επαναφέρουµε το φορτίο στο ισοδύναµο Norton και έχουµε µε
διαιρέτη ρεύµατοc

İ0 =
5

5 + 20 + j15
(3 + j8) = 1.465 /38.480◦ A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι



3 36
V1 5 0 ac 40 90
R1 5 1 5
R2 5 4 8
C1 4 2 0 .5
I 1 2 1 ac 3 0
R3 2 3 10
L1 3 0 4
R4 1 6 20
L2 6 0 15
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

I (R4 ) : mag : 1 .46525 phase : 38 .482 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 3.37 Να βρεθεί το ρεύµα İ0 χρησιµοποιώνταc το θεώρηµα Norton.
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Αφαιρούµε το φορτίο στον δεξιό κlάδο και βραχυκυκlώνουµε τα Α,Β (κύκlωµα (a)).

4   -90o A
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8 Ω 1 Ω
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B

I0
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I2I3

(a)

ZN

(b)

ZNIN

(c)

Από κανόνεc του Kirchhoff έχουµε

İ1(4 + j2) = 20
8İ3 + İ2(1− j3) = 20

İ3 − j4 = İ2

İ1 + İ2 = İN

 ⇒

İ1 = 4− j2
(8 + 1− j3)İ3 = 20 + j4(1− j3)

İ2 = İ3 − j4
İN = İ1 + İ2

 ⇒

İ1 = 4.472 /−26.565◦ A
İ3 = 3.399 /25.56◦ A
İ2 = 3.978 /−39.56◦ A
İN = 8.396 /−32.681◦ A



Για το ZN έχουµε το κύκlωµα (b).

ZN = (4 + j2) ‖ (8 + 1− j3) = 3.254 /12.529◦ Ω

΄Αρα, από το κύκlωµα (c)

İ0 =
ZN

ZN + 10− j5
İN = 1.971 /−2.101◦ A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

3 37
V1 3 0 ac 20 0
I 1 0 2 ac 4 −90
R1 3 2 8
R2 2 5 1
C1 5 1 0.33333333
R3 3 4 4
L1 4 1 2
R4 1 6 10
C2 6 0 0 .2
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R4 ) : mag : 1 .97125 phase : −2.10378 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 3.41 Να βρεθούν τα ισοδύναµα κυκlώµατα Thevenin και Norton ωc προc τουc ακροδέκτεc Α, Β για το
παρακάτω κύκlωµα.
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Για το ισοδύναµο Thevenin (κύκlωµα (a)) έχουµε

U̇TH = U̇AB|oc = U̇A∆ + U̇∆B = İ1 · Z2 − İ2 · Z3 =
U̇Γ∆

Z1 + Z2
· Z2 −

U̇Γ∆

Z3 + Z4
· Z3 = 4.944 /−69.659◦ V

ZTH = (Z1 ‖ Z2) + (Z3 ‖ Z4) = 5.918 /−8.773◦ + 5.747 /20.171◦ = 11.294 /5.483◦ Ω

Το ισοδύναµο Norton είτε µέσω του Thevenin

İN =
U̇TH

ZTH
= 0.438 /−75.142◦ A

είτε απευθείαc (κύκlωµα (b))

İN = İ1 − İ2 =
U̇ΓA

Z1
− U̇A∆

Z2

U̇ΓA =
Z1 ‖ Z4

(Z1 ‖ Z4) + (Z2 ‖ Z3)
60 /45◦ = 34.278 /32.48◦ V

U̇A∆ =
Z2 ‖ Z3

(Z1 ‖ Z4) + (Z2 ‖ Z3)
60 /45◦ = 27.558 /60.643◦ V

άρα

İN = 2.461 /53.518◦ − 2.756 /60.643◦ = 0.438 /−75.142◦ A και ZN = ZTH

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s για την τάση Thevenin είναι

3 41
Vs 2 3 ac 60 45
C1 2 4 0 .2
R1 4 1 13
R2 1 3 10
R4 2 0 12
L1 0 5 6
R3 5 3 8
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
V( 1 ) : mag : 4 .9433 phase : −69.6792 v o l t a g e

Για το ρεύµα Norton προσθέτουµε απlώc την εντοlή

R0 1 0 0 .001 p

µετά την R3 (ποlύ µικρή αντίσταση, άρα βραχυκύκlωµα) και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R0 ) : mag : 0 .437662 phase : −75.1604 d e v i c e c u r r e n t

4 KefĹlaio

’Askhsh 4.1 Υποlογίστε τη µέση ισχύ που παράγεται ή καταναlώνεται από κάθε στοιχείο του παρακάτω κυκlώµατοc.
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+

-

8 Ω j4 Ω

-j2 Ω40   0o V 20   90o V



LÔsh

Με µέθοδο οφθαlµών έχουµε

(8− j2)İ1 − (−j2)İ2 = 40 /0◦

−(−j2)İ1 + (j4− j2)İ2 = −20 /90◦

}
⇒ İ1 = 3 + j4 = 5 /53.1301◦ A

İ2 = −13− j4 = 13.6015 /−162.8973◦ A

και το ρεύµα που περνάει από τον πυκνωτή

İ3 = İ1 − İ2 = 16 + j8 = 17.889 /26.565◦ A

+

-

+

-

8 Ω j4 Ω

-j2 Ω
40   0o V 20   90o V

I1 I2

Με τον ορισµό µέσηc ή πραγµατικήc ισχύοc P = UrmsIrms cos(φu − φi) παρατηρούµε ότι

• Η πηγή τάσηc U̇1 = 40 /0◦ V παράγει µέση ισχύ |U̇1| · |İ1| cos(−53.1301) = 40 · 5 cos(−53.1301) = 120 W

• Η πηγή τάσηc U̇2 = 20 /90◦ V καταναlώνει (ρεύµα εισέρχεται απο θετικό ακροδέκτη) µέση ισχύ
|U̇2| · |İ2| cos(90◦ + 162.8973◦) = 272.03 cos(252.9◦) = −80 W (πρόσηµο − σηµαίνει ότι παράγει)

• Η ωµική αντίσταση 8 Ω καταναlώνει µέση ισχύ |İ1|2 · 8 = 25 · 8 cos(0◦) = 200 W

• Η επαγωγική αντίσταση j4 Ω καταναlώνει µέση ισχύ |İ2 · (j4)| · |İ2| cos(φu − φi) =
|54.406 /−72.897◦| · |13.6015 /−162.8973◦| cos(−72.897◦ + 162.8973◦) = −0.0038746 = 0 W

• Η χωρητική αντίσταση −j2 Ω καταναlώνει µέση ισχύ |(İ1 − İ2)(−j2)| · |İ1 − İ2| cos(φu − φi) =
|35.777 /−63.435◦| · |17.889 /26.565◦| cos(−63.435◦ − 26.565◦) = 3.919× 10−14 = 0 W

Εναllακτικά, µε µιγαδική ισχύ όπου P = <e{Ṡ} = <e{U̇ İ∗}

PU̇1
= <e{U̇1İ

∗
1} = <e{120− j160} = 120 W

PU̇2
= <e{U̇2İ

∗
2} = <e{−80− j260} = −80 W

PR = <e{İ1 · 8 · İ∗1} = <e{|İ1|2 · 8} = 200 W
PL = <e{İ2 · (j4) · İ∗2} = <e{|İ2|2 · (j4)} = 0 W
PC = <e{İ3 · (−j2) · İ∗3} = <e{|İ3|2 · (−j2)} = 0 W

και όση ισχύc παράγεται, τόση καταναlώνεται.

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση των ρευµάτων, µε ω = 1 rad/s είναι

4 1
V1 1 0 ac 40 0
R1 1 2 8
C1 2 0 0 .5
L1 2 3 4
V2 3 0 ac 20 90
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R1 ) : mag : 4 .99853 phase : 53 .1379 d e v i c e c u r r e n t
I ( L1 ) : mag : 13 .6013 phase : −162.87 d e v i c e c u r r e n t
I (C1 ) : mag : 17 .8878 phase : 26 .5858 d e v i c e c u r r e n t



’Askhsh 4.7 Να βρεθεί η τιµή τηc παράllηlηc χωρητικότηταc που είναι αναγκαία για να διορθωθεί σε κάποιο φορτίο

ο ΣΙ από την τιµή 0.85 σε υστέρηση, σε µονάδα. Το φορτίο καταναlώνει άεργο ισχύ 140 kVAR από πηγή 110 Vrms, σε
συχνότητα 60 Hz.

LÔsh

ΣΙ σε υστέρηση σηµαίνει ότι το φορτίο είναι επαγωγικό. Καινούργιοc ΣΙ=1 σηµαίνει ότι η παράllηlη χωρητικότητα

καταναlώνει άεργο ισχύ ίση και αντίθετη µε το φορτίο. ΄Αρα

QC =
U2

1/(ωC)
= ωCU2 = QL ⇒ C =

QL

ωU2
=

140× 103

2π60 · 1102
= 30.691 mF

’Askhsh 4.11 Να βρεθεί η µέση ισχύc που καταναlώνεται από κάθε στοιχείο του παρακάτω κυκlώµατοc.
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LÔsh

Ορίζουµε Z1 = 10 Ω, Z2 = −j10 Ω, Z3 = 20 + j5 Ω. Η οlική εµπέδηση που βlέπει η πηγή είναι

Zo = Z1 + Z2 ‖ Z3 = 14.706− j8.8235 = 17.15 /−30.964◦ Ω

Αν το οlικό ρεύµα είναι İ1 και İ2, İ3 είναι τα ρεύµατα που διέρχονται από τιc Z2, Z3 αντίστοιχα, τότε

İ1 =
U̇

Zo
=

50 /0◦

17.15 /−30.964◦
= 2.915 /30.964◦ A

İ2 =
Z3

Z2 + Z3
İ1 = 2.915 /59.036◦ A İ3 =

Z2

Z2 + Z3
İ1 = 1.414 /−45◦ A

Με τον ορισµό τηc µέσηc ή πραγµατικήc ισχύοc από τη µιγαδική, έχουµε

PU̇ = <e{U̇ İ∗1} = <e{125− j75} = 125 W
PR1 = <e{İ1 · 10 · İ∗1} = <e{|İ1|2 · 10} = 85 W
PC = <e{İ2 · (−j10) · İ∗2} = <e{|İ2|2 · (−j10)} = 0 W
PR2 = <e{İ3 · 20 · İ∗3} = <e{|İ3|2 · 20} = 40 W
PL = <e{İ3 · (j5) · İ∗3} = <e{|İ3|2 · (j5)} = 0 W

Η οlική ισχύc που παράγεται είναι 125 W και η οlική ισχύc που καταναlώνεται είναι 85+40 = 125 W (διατήρηση ισχύοc).

Εναllακτικά, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ο ορισµόc τηc µέσηc ή πραγµατικήc ισχύοc από τη σχέση P = UrmsIrms cos(φu−
φi) (δοκιµάστε το).

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση των ρευµάτων, µε ω = 1 rad/s είναι

4 11
V1 1 0 ac 50 0
R1 1 2 10
C1 2 0 0 .1
R2 2 3 20
L1 3 0 5
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (C1 ) : mag : 2 .91543 phase : 59 .0364 d e v i c e c u r r e n t
I (R2 ) : mag : 1 .41417 phase : −44.9988 d e v i c e c u r r e n t
I (R1 ) : mag : 2 .91545 phase : 30 .9644 d e v i c e c u r r e n t



’Askhsh 4.12 Υποlογίστε τη µέση ισχύ που καταναlώνεται στον αντιστάτη 4 Ω.
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Αφαιρούµε τον αντιστάτη 4 Ω και προσπαθούµε να βρούµε το ισοδύναµο κατά Thevenin. Εφόσον έχουµε εξαρτηµένη
πηγή χρειαζόµαστε την τάση µε ανοικτούc ακροδέκτεc Α, Β, U̇AB|oc = U̇TH καθώc και το ρεύµα βραχυκυκlώσεωc

İAB|sc = İN . Με ανοικτούc ακροδέκτεc Α, Β έχουµε το κύκlωµα (a). Με κανόνεc Kirchhoff έχουµε

İ1 = İ2 + 4 /60◦

(−j)İ1 − 4U̇0 − U̇0 = 0
U̇0 = −2İ2

 ⇒ 10İ2 = (j)İ2 + (j)4 /60◦

jİ1 = 10İ2

}
⇒ İ2 =

4 /150◦

10− j
= 0.398 /155.711◦ A

και

U̇AB|oc = U̇TH = U̇AΓ + U̇ΓB = −4U̇0 + (j2)4 /60◦ = 8İ2 + 8 /150◦ = 11.173 /151.625◦ V

Για το ρεύµα βραχυκυκlώσεωc έχουµε το κύκlωµα (b). Με κανόνεc Kirchhoff

(−j)İ1 − (j2)İ3 − U̇0 = 0
İ3 + İN = 4 /60◦

4 /60◦ + İ2 = İ1

(−j)İ1 − 4U̇0 − U̇0 = 0
U̇0 = −2İ2

 ⇒

(−j)İ1 − (j2)İ3 + 2İ2 = 0
İ3 + İN = 4 /60◦

İ1 − İ2 = 4 /60◦

jİ1 − 10İ2 = 0

 ⇒

İ3 = 1.592 /−114.289◦ A
İN = 5.586 /61.625◦ A
İ1 = 3.980 /65.711◦ A
İ2 = 0.398 /155.711◦ A

Εποµένωc

U̇TH = 11.173 /151.625◦ V και ZTH =
U̇TH

İN

= 2 /90◦ Ω

Από το ισοδύναµο Thevenin το ρεύµα που διέρχεται από τον αντιστάτη R = 4 Ω είναι

İ =
U̇TH

ZTH + R
= 2.498 /125.06◦ A

και η µέση ή πραγµατική ισχύc που καταναlώνεται σε αυτόν είναι

P = <e{İ ·R · İ∗} = <e{|İ|2R} = 24.966 W

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι



4 12
I s 0 3 ac 4 60
R1 3 2 2
C1 3 1 1
L1 2 0 2
E1 2 1 3 2 4
R 1 0 4
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R ) : mag : 2 .49777 phase : 125 .046 d e v i c e c u r r e n t

Εναllακτικά, χωρίc θεώρηµα Thevenin, θα µπορούσε κανείc να δουlέψει µε κανόνεc Kirchhoff όπωc στο κύκlωµα (b)
για να βρει κατευθείαν το ρεύµα που διέρχεται από τον ζητούµενο αντιστάτη και µετά την µέση ισχύ (δοκιµάστε το).

’Askhsh 4.14 Στο παρακάτω κύκlωµα υποθέστε ότι η εµπέδηση εισόδου είναι

Zab =
R√

1 + ω2R2C2
/− tan−1 ωRC

Να βρεθεί η µέση ισχύ που καταναlώνεται από το κύκlωµα όταν R = 10 kΩ, C = 200 nF και i = 2 sin(377t + 22◦) mA.

γραµµικο
κυκλωµα

+

−
u

a

b

i

LÔsh

΄Εχουµε İ = (2/
√

2) /22◦ mA, ω = 377 rad/s και Zab = 7984.6 /−37.016◦ Ω. Η µέση ή πραγµατική ισχύc που
καταναlώνεται στο κύκlωµα είναι

P = <e{(İ · Zab) · İ∗} = <e{|İ|2Zab} = <e

{
1
2
× 10−6 · 7984.6 /−37.016◦

}
=

= <e

{
1
2
× 10−6 · (6375.5− j4807.1)

}
= 3.1877 mW

’Askhsh 4.15 Για κάθε ένα από τα παρακάτω κυκlώµατα προσδιορίστε την τιµή τηc εµπέδησηc Z για µέγιστη µεταφορά
µέσηc ισχύοc καθώc και την µέγιστη ισχύ.

+

-

(a)

(b)

8 Ω

4 Ω

5 Ω

-j2 Ω
Z

Z

-j3 Ω

j2 Ω

10   30o  V

4   0o  A



LÔsh

Το κύκlωµα (a) εύκοlα µετασχηµατίζεται σε ισοδύναµο Norton (κύκlωµα (c)) όπου İN = 4 /0◦ A και ZN = 8 ‖
(−j2) = 0.47059 − j1.88235 = 1.940 /−75.964◦ Ω. Το αντίστοιχο Thevenin έχει U̇TH = İNZN = 7.761 /−75.964◦ V
και ZTH = ZN . Οπότε

Z = Z∗
TH = 1.940 /75.964◦ Ω και Pmax =

|U̇TH |2

4 · <e{ZTH}
=

60.235
4 · 0.47059

= 32 W

+

-

(c)

(d)

4 Ω

5 Ω

Z

-j3 Ω

j2 Ω

10   30o  V

4   0o  AZN

(e)

4 Ω

5 Ω -j3 Ω

j2 Ω

A A

B B

Γ Γ

Ι

Στο κύκlωµα (b) αφαιρούµε το φορτίο και έχουµε το κύκlωµα (d). ΄Εχουµε U̇TH = U̇AB|oc = U̇AΓ + U̇ΓB = 0 + U̇ΓB .

Από κανόνα βρόγχων του Kirchhoff

İ(5 + 4− j3) = 10 /30◦ ⇒ İ = 1.054 /48.435◦ A

και

U̇TH = U̇ΓB = İ(4− j3) = 5.2705 /11.565◦ V

Για την ZTH (κύκlωµα (e)) έχουµε

ZTH = [5 ‖ (4− j3)] + (j2) = 2.5 + j1.1667 = 2.759 /25.017◦ Ω

΄Αρα

Z = Z∗
TH = 2.759 /−25.017◦ Ω και Pmax =

|U̇TH |2

4 · <e{ZTH}
=

27.778
4 · 2.5

= 2.7778 W

’Askhsh 4.17 Στο παρακάτω κύκlωµα προσδιορίστε την τιµή τηc εµπέδησηc Z για µέγιστη µεταφορά µέσηc ισχύοc
καθώc και την µέγιστη ισχύ.

10 Ω
j8 Ω

Z

j24 Ω

40   90o  A
16 Ω

-j10 Ω

LÔsh



10 Ω
j8 Ω

j24 Ω

40   90o  A
16 Ω

-j10 Ω A

B

10 Ω

j8 Ω

j24 Ω

16 Ω

-j10 Ω A

B

+

-

400    90o  V

10 Ω

j8 Ωj24 Ω

16 Ω

-j10 Ω A

B

15.385   22.62o A

-j10 Ω A

B

8.245+j7.699 Ω

173.54   65.66o V

+

-

(a) (b)

(c) (d)

Με διαδοχικούc µετασχηµατισµούc πηγών καταlήγουµε στο κύκlωµα (d) όπου U̇TH = 173.544 /65.659◦ V και ZTH =
8.245− j2.301 = 8.560 /−15.595◦ Ω. Οπότε

Z = Z∗
TH = 8.560 /15.595◦ Ω και Pmax =

|U̇TH |2

4 · <e{ZTH}
= 913.24 W

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s για την τάση Thevenin είναι

4 17
I s 0 4 ac 40 90
R1 4 0 10
L1 4 2 24
R2 2 3 16
L2 3 0 8
C1 2 1 0 .1
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

V( 1 ) : mag : 173 .55 phase : 65 .6598 v o l t a g e

Για το ρεύµα Norton προσθέτουµε απlώc την εντοlή

Rm 1 0 0.001 p

µετά την C1 (ποlύ µικρή αντίσταση, άρα βραχυκύκlωµα) και µαc δίνει

I (Rm) : mag : 20 .2737 phase : 81 .2566 d e v i c e c u r r e n t

Εποµένωc (173.55 /65.6598◦)/(20.2737 /81.2566◦) = 8.5604 /−15.5968◦ και επιβεβαιώνεται και η ZTH .

’Askhsh 4.21 Στο παρακάτω κύκlωµα προσδιορίστε την τιµή τηc εµπέδησηc ZL έτσι ώστε να φορτιστεί µε τη µέγιστη

πραγµατική ισχύ καθώc και την µέγιστη αυτή ισχύ.

ZL

40 Ω

j20 Ω

-j10 Ω
60   0o  V+

-
80 Ω

40 Ω

5   0o  A

LÔsh

Αφαιρούµε το φορτίο και έχουµε το κύκlωµα (a). Η τάση Thevenin είναι U̇TH = U̇AΓ + U̇Γ∆ + U̇∆B . Με κανόνεc

Kirchhoff έχουµε



40 Ω

j20 Ω

-j10 Ω
60   0o  V+

-
80 Ω

40 Ω

5   0o  A

40 Ω

j20 Ω

-j10 Ω

80 Ω

40 Ω

Α

Β

Γ
∆

Ε I1I2

I3

Α

Β

Γ
∆

(a) (b)

İ1(80− j10) = 60 /0◦

İ2 = İ3 + 5 /0◦

40İ2 + 40İ3 = 60 /0◦

 ⇒
İ1 = 0.744 /7.125◦ A
İ2 = 3.25 /0◦ A
İ3 = 1.75 /180◦ A

και

U̇TH = U̇AΓ + U̇Γ∆ + U̇∆B = 80İ1 − 40İ3 + 5(j20) = 167.906 /39.759◦ V

Για την ZTH από το κύκlωµα (b) έχουµε

ZTH = [40 ‖ 40] + [80 ‖ (−j10)] + (j20) = 21.231 + j10.154 = 23.534 /25.560◦ Ω

εποµένωc

ZL = Z∗
TH = 23.534 /−25.560◦ Ω και Pmax =

|U̇TH |2

4 · <e{ZTH}
= 331.97 W

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s για την τάση Thevenin είναι

4 21
I s 0 2 ac 5 0
Vs 4 2 ac 60 0
R1 1 2 80
C1 1 4 0 .1
R2 4 3 40
R3 2 3 40
L1 3 0 20
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

V( 1 ) : mag : 167 .908 phase : 39 .7567 v o l t a g e

Για το ρεύµα Norton προσθέτουµε απlώc την εντοlή

Rm 1 0 0.001 p

µετά την L1 (ποlύ µικρή αντίσταση, άρα βραχυκύκlωµα) και µαc δίνει

I (Rm) : mag : 7 .13453 phase : 14 .1999 d e v i c e c u r r e n t

Εποµένωc (167.908 /39.7567◦)/(7.13453 /14.1999◦) = 23.535/25.557◦ και επιβεβαιώνεται και η ZTH .

’Askhsh 4.22 Ποιά τιµή πρέπει να lάβει η µεταβlητή αντίσταση στο παρακάτω κύκlωµα έτσι ώστε να φορτιστεί µε τη

µέγιστη πραγµατική ισχύ? Ποια είναι αυτή η ισχύc?

3 Ω

j Ω

-j2 Ω

6 Ω4   0o  A R



LÔsh

Συνδυάζουµε τιc εµπεδήσειc (κύκlωµα (a)) µε Z = 6 ‖ (3 + j) = 2.095 /12.095◦ Ω και µετασχηµατίζουµε την πηγή
ρεύµατοc σε τάσηc (κύκlωµα (b)) οπότε

-j2 Ω

4   0o  A RZ R
+

-
UTH

ZTH

(a) (b)

U̇TH = (4 /0◦) · (2.095 /12.095◦) = 8.381 /12.095◦ V και ZTH = Z − j2 = 2.049− j1.561 = 2.576 /−37.304◦ Ω

Εποµένωc

R = |ZTH | = 2.576 Ω και Pmax =
|U̇TH |2

2|ZTH |+ 2 · <e{ZTH}
= 7.5948 W

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s για την τάση Thevenin είναι

4 22
I s 0 1 ac 4 0
L1 0 2 1
R1 2 1 3
R2 1 0 6
C1 1 3 0 .5
. ac l i n 1 0 .15959 0.15959
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

V( 1 ) : mag : 8 .38477 phase : 12 .1195 v o l t a g e

Για το ρεύµα Norton προσθέτουµε απlώc την εντοlή

Rm 3 0 0.001 p

µετά την C1 (ποlύ µικρή αντίσταση, άρα βραχυκύκlωµα) και µαc δίνει

I (Rm) : mag : 3 .25966 phase : 49 .2985 d e v i c e c u r r e n t

Εποµένωc (8.38477 /12.1195◦)/(3.25966 /49.2985◦) = 2.5723/−37.1790◦ και επιβεβαιώνεται και η ZTH .

’Askhsh 4.33 Για κάθε µια από τιc παρακάτω περιπτώσειc υποlογίστε την µιγαδική ισχύ, την µέση ισχύ και την άεργο

ισχύ.

1. u(t) = 112 cos(ωt + 10◦) V, i(t) = 4 cos(ωt− 50◦) A.

2. u(t) = 160 cos(377t) V, i(t) = 4 cos(377t + 45◦) A.

3. U̇ = 80 /60◦ V, Z = 50 /30◦ Ω.

4. İ = 10 /60◦ A, Z = 100 /45◦ Ω.

LÔsh

1. u(t) = 112 cos(ωt + 10◦) V, i(t) = 4 cos(ωt− 50◦) A.

U̇ =
112√

2
/10◦ V

İ =
4√
2

/−50◦ A

 ⇒
Ṡ = U̇ · İ∗ = 112 + j193.99 VA
P = <e{Ṡ} = 112 W
Q = =m{Ṡ} = 193.99 VAR



2. u(t) = 160 cos(377t) V, i(t) = 4 cos(377t + 45◦) A.

U̇ =
160√

2
/0◦ V

İ =
4√
2

/45◦ A

 ⇒
Ṡ = U̇ · İ∗ = 226.27− j226.27 VA
P = <e{Ṡ} = 226.27 W
Q = =m{Ṡ} = −226.27 VAR

3. U̇ = 80 /60◦ V, Z = 50 /30◦ Ω.

İ =
U̇

Z
⇒

Ṡ = U̇ · İ∗ = 110.85 + j64 VA
P = <e{Ṡ} = 110.85 W
Q = =m{Ṡ} = 64 VAR

4. İ = 10 /60◦ A, Z = 100 /45◦ Ω.

U̇ = İZ ⇒
Ṡ = U̇ · İ∗ = 7071.1 + j7071.1 VA
P = <e{Ṡ} = 7071.1 W
Q = =m{Ṡ} = 7071.1 VAR

’Askhsh 4.41 Μια µονοφασική ηlεκτρική εγκατάσταση σε κατοικία επιτρέπει την ταυτόχρονη lειτουργία 120 V και
240 V, 60 Hz οικιακών συσκευών. Το κύκlωµα τηc ηlεκτρικήc εγκατάστασηc φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Υποlογίστε

• τα ρεύµατα İ1, İ2, İ3.

• την οlική µιγαδική ισχύ που παρέχεται

• τον οlικό ΣΙ του κυκlώµατοc

10 Ω
+

-

+

-

120   0o  V

120   0o  V

I1

I2

I3

30 Ω

10 Ω

15mH

φωτιστικο

ψυγειο

κουζινα

LÔsh

10 Ω
+

-

+

-

120   0o  V

120   0o  V

I1

I2

I3

30 Ω

10 Ω

15mH

φωτιστικο

ψυγειο

κουζινα
I4

I5

I6



΄Εχουµε

ω = 2π60 = 376.99 = 377 rad/s

İ4 =
120 /0◦

10
= 12 /0◦ A

İ5 =
120 /0◦

10 + j5.655
= 10.445 /−29.488◦ A

İ6 =
240 /0◦

30
= 8 /0◦ A


⇒

İ1 = İ4 + İ6 = 20 /0◦ A
İ2 = İ5 − İ4 = 5.907 /−119.488◦ A
İ3 = −(İ5 + İ6) = 17.849 /163.258◦ A

Οπότε η συνοlική µιγαδική ισχύc στο οlικό φορτίο είναι

Ṡ = 10|İ4|2 + 30|İ6|2 + (10 + j5.655)|İ5|2 = 4451.08− j617.01 VA

και

ΣΙ = cos
[
tan−1 Q

P

]
= cos

[
tan−1

(
− 617.01

4451.08

)]
= 0.99053

5 KefĹlaio

’Askhsh 5.4 Να βρεθεί η τάση u0(t) για t > 0 στο παρακάτω κύκlωµα.

+
−

10V

6 Ω

3 Ω

2 Ω

4 H

t=0

u0

+

-

LÔsh

Καταρχήν υποlογίζουµε την αρχική συνθήκη u0(0). Για t < 0 έχουµε το κύκlωµα (a) που γίνεται (b) εφόσον το πηνίο
στο συνεχέc (υπό σταθερέc συνθήκεc) είναι βραχυκύκlωµα. ΄Εχουµε 3 ‖ 2 = 1.2 Ω και

u0(0) =
1.2

1.2 + 6
10 =

5
3

= 1.6667 V

΄Οταν κlείσει ο διακόπτηc την χρονική στιγµή t = 0 έχουµε το κύκlωµα (c) που γίνεται (d). Εποµένωc, για t > 0, µε
κανόνεc Kirchhoff

i1 = i2 + i3

6i1 + 3i2 = 10

L
di3
dt

= 3i2


⇒

6(i2 + i3) + 3i2 = 9i2 + 6i3 = 10

4
di3
dt

= 3
(

10− 6i3
9

)
 ⇒ di3

dt
+

1
2

i3 =
5
6
⇒

i3(t) = e−t/2

[
C +

5
6

∫
et/2dt

]
= e−t/2

[
C +

5
3
et/2

]
= Ce−t/2 +

5
3

Η αρχική συνθήκη για το i3 είναι

i3(0) =
u0(0)

2
=

5
6

= 0.83333 A

οπότε
5
6

= C +
5
3
⇒ C = −5

6
= −0.83333 και i3(t) = Ce−t/2 +

5
3

=
5
6

[
2− e−t/2

]
A

και

i2(t) =
10− 6i3

9
=

5
9

e−t/2 A και u0(t) = 3i2(t) =
5
3

e−t/2 V



+
−

10V

6 Ω

3 Ω

2 Ω

4 H

u0

+

-

+
−

10V

6 Ω

3 Ω

2 Ω

4 H

u0

+

-

+
−

10V

6 Ω

3 Ω 2 Ωu0

+

-

(a) (b)

+
−

10V

6 Ω

3 Ω 4 Hu0

+

-

(c) (d)

i1

i2
i3

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση µε το LTSpice για την τάση u0(t) είναι

5 4b
Vs 1 0 pu l s e (0 10 0 1e−12 1e−12 10 20)
R1 1 2 6
R2 2 0 3
L1 2 0 4
. i c I ( L1 )=0.833333 , V(2)=1.666666
. t r an 10m 10
. p r i n t t r an V(2)
. end

Οι αρχικέc συνθήκεc µε την εντοlή .ic είναι απαραίτητεc για να έχουµε σωστό αποτέlεσµα. Η παρακάτω γραφική
συµπεριlαµβάνει το αποτέlεσµα του LTSpice και τη θεωρητική lύση που βρήκαµε εµείc, στην ίδια γραφική. Οι lύσειc
συµπίπτουν.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 0  2  4  6  8  10

u 0
 [V

]

t [sec]

’Askhsh 5.5 Σε κύκlωµα RLC εν σειρά µε µηδενικέc αρχικέc συνθήκεc φορτίου και ρεύµατοc, εφαρµόζεται την χρονική
στιγµή t = 0 τάση u = 220 sin 2π50t V. Να υποlογιστεί το ρεύµα συναρτήσει του χρόνου όταν L = 1 H, R = 3 kΩ και
C = 4 µF.

LÔsh

΄Εχουµε το παρακάτω κύκlωµα.



+

-
u(t)

R L C

i(t)

t=0

Ο κανόναc τάσεων του Kirchhoff για τον βρόγχο (αρχική τάση πυκνωτή uC(0) = 0) είναι

Ri(t) + L
di(t)
dt

+
1
C

∫ t

0

i(t)dt = u(t) = U0 sin(ωt)

Παραγωγίζονταc για να φύγει το οlοκlήρωµα

L
d2i(t)
dt2

+ R
di(t)
dt

+
i(t)
C

= ωU0 cos(ωt)

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

Lm2 + Rm +
1
C

= 0 ⇒ m1,m2 =
−R±

√
R2 − 4L/C

2L
= −85.786,−2914.2

άρα η lύση τηc οµογενούc είναι

i0(t) = Ae−85.786t + Be−2914.2t

Για την οlική lύση χρειαζόµαστε ακόµα να προσθέσουµε την επίδραση τηc εξωτερικήc διέγερσηc. Εφόσον είναι ηµιτονική,

δεχόµαστε µερική lύση τηc µορφήc

ip(t) = c1 cos ωt + c2 sinωt

Αντικαθιστώνταc στην εξίσωση και εξισώνονταc τουc συντεlεστέc των cos ωt και sinωt έχουµε

(
−ω2L +

1
C

)
c1 + ωR c2 = U0 ω

−ωR c1 +
(
−ω2L +

1
C

)
c2 = 0

από όπου

c1 =

(
−ω2L +

1
C

)
ωU0(

−ω2L +
1
C

)2

+ (ωR)2
= 1.1477× 10−2

και

c2 =
ω2RU0(

−ω2L +
1
C

)2

+ (ωR)2
= 7.1491× 10−2

Εποµένωc η οlική lύση είναι

i(t) = Ae−85.786t + Be−2914.2t + 1.1477× 10−2 cos(314.16t) + 7.1491× 10−2 sin(314.16t)

΄Εχουµε µηδενικέc αρχικέc συνθήκεc, δηl. i(t) = 0, di(t)/dt = 0 για t = 0. Οπότε

0 = A + B + 1.1477× 10−2

0 = −85.786A− 2914.2B + 314.16 · 7.1491× 10−2

}
⇒ A + B = −1.1477× 10−2

85.786A + 2914.2B = 22.4595

}
⇒

A = −19.7658× 10−3

B = 8.2887× 10−3

και τεlικά

i(t) = −19.7658× 10−3e−85.786t + 8.2887× 10−3e−2914.2t + 1.1477× 10−2 cos(314.16t) + 7.1491× 10−2 sin(314.16t) A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση µε το LTSpice για το ρεύµα i(t) είναι



5 5
Vs 1 0 s i n (0 220 50 0 0 0)
R1 1 2 3k
L1 2 3 1
C1 3 0 4u
. t r an 1m 0 .1
. p r i n t t r an I (R1)
. end

Η παρακάτω γραφική συµπεριlαµβάνει το αποτέlεσµα του LTSpice και τη θεωρητική lύση που βρήκαµε εµείc, στην ίδια
γραφική. Οι lύσειc συµπίπτουν.

-0.08
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 0
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 0.04

 0.06
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) 
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t [sec]

6 KefĹlaio

’Askhsh 6.1 Συµµετρική τριφασική γεννήτρια σε συνδεσµοlογία αστέρα έχει |U̇RS | = 400 V. Να βρεθούν οι φασικέc
τάσειc για ορθή και ανάστροφη διαδοχή φάσεων.

LÔsh

Η ποlική τάση έχει µέτρο Uπ = 400 V. Εποµένωc, η φασική τάση έχει µέτρο Uφ = Uπ/
√

3 = 230.94 V. Για ορθή
διαδοχή φάσεων έχουµε

U̇RN = 230.94 /90◦ V U̇SN = 230.94 /−30◦ V U̇TN = 230.94 /−150◦ V

Και για ανάστροφη διαδοχή φάσεων έχουµε

U̇RN = 230.94 /90◦ V U̇SN = 230.94 /−150◦ V U̇TN = 230.94 /−30◦ V

’Askhsh 6.2 Ποιά είναι η διαδοχή των φάσεων ενόc συµµετρικού τριφασικού κυκlώµατοc για το οποίο U̇RN =
160 /30◦ V και U̇TN = 160 /−90◦ V? Ποιά είναι η U̇SN ?

LÔsh

΄Οπωc φαίνεται στο σχήµα η διαδοχή είναι ανάστροφη και

U̇SN = 160 /30◦ + 120◦ = 160 /150◦ V

U
RN

U
SN

U
TN



’Askhsh 6.3 Προσδιορίστε τη διαδοχή των φάσεων ενόc συµµετρικού τριφασικού κυκlώµατοc για το οποίο U̇SN =
208 /130◦ V και U̇TN = 208 /10◦ V? Ποιά είναι η U̇RN ?

LÔsh

΄Οπωc φαίνεται στο σχήµα η διαδοχή είναι ορθή και

U̇RN = 208 /10◦ − 120◦ = 208 /−110◦ V

U
SN

U
TN

U
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’Askhsh 6.6 ΄Ενα συµµετρικό σύστηµα, σε σύνδεση (Υ) ↔ (Υ), µε τέσσεριc γραµµέc έχει φασικέc τάσειc

U̇RN = 220 /90◦ U̇SN = 220 /−30◦ U̇TN = 220 /−150◦

Η εµπέδηση φορτίου ανά φάση είναι 19+ j13 Ω και η εµπέδηση γραµµήc ανά φάση είναι 1+ j2 Ω. Να βρεθούν τα ρεύµατα
γραµµήc καθώc και το ρεύµα του ουδετέρου.

LÔsh
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Οι εµπεδήσειc φορτίου και γραµµήc είναι σε σειρά για κάθε φάση και έχουµε Z = 19 + j13 + 1 + j2 = 20 + j15 Ω. Το
ρεύµα γραµµήc για τη φάση R είναι

İR =
U̇RN

Z
=

220 /90◦

20 + j15
= 8.8 /53.13◦ A

Για τιc υπόlοιπεc φάσειc, εφόσον η διαδοχή είναι θετική

İS = İR /−120◦ = 8.8 /−66.87◦ A İT = İR /120◦ = 8.8 /173.13◦ A

Το ρεύµα του ουδετέρου είναι

İN = İR + İS + İT = 0

το οποίο µάlιστα αναµέναµε µιαc και το σύστηµα είναι συµµετρικό.

’Askhsh 6.7 Στο παρακάτω κύκlωµα να προσδιοριστούν τα ρεύµατα γραµµήc.
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LÔsh

΄Εχουµε

İa =
440 /0◦

6− j8
= 44 /53.13◦ A

Για τιc υπόlοιπεc φάσειc, εφόσον η διαδοχή είναι θετική

İb = İa /−120◦ = 44 /−66.87◦ A İc = İa /120◦ = 44 /173.13◦ A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

6 7
Vr 2 0 ac 440 0
Vs 3 0 ac 440 −120
Vt 4 0 ac 440 120
R1 2 5 6
C1 5 1 0 .125
R2 3 6 6
C2 6 1 0 .125
R3 4 7 6
C3 7 1 0 .125
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R3 ) : mag : 43 .9991 phase : 173 .131 d e v i c e c u r r e n t
I (R2 ) : mag : 43 .9991 phase : −66.869 d e v i c e c u r r e n t
I (R1 ) : mag : 43 .9991 phase : 53 .131 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 6.9 Στο παρακάτω κύκlωµα İSB = 30 /60◦ A και U̇BC = 220 /10◦ V. Να βρεθούν U̇Rn, U̇AB , İAC και Z.
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Θεωρούµε θετική διαδοχή φάσεων. Οπότε

U̇AB = U̇BC /120◦ = 220 /10◦ + 120◦ = 220 /130◦ V

U̇RN =
U̇AB√

3
/−30◦ =

220√
3

/130◦ − 30◦ = 127.02 /100◦ V

Τα φασικά ρεύµατα είναι

İS = 30 /60◦ A İR = İS /120◦ = 30 /180◦ A İT = İS /−120◦ = 30 /−60◦ A

άρα

İCA =
İT√

3
/30◦ = 17.321 /−30◦ ⇒ İAC = −İCA = 17.321 /−30◦ + 180◦ = 17.321 /150◦ A

και

Z =
U̇BC

İBC

=
U̇BC

İCA /120◦
=

220 /10◦

17.321 /90◦
= 12.701 /−80◦ Ω

’Askhsh 6.10 Να υποlογιστούν τα ρεύµατα γραµµήc στο παρακάτω κύκlωµα όταν Z∆ = 60 /45◦ Ω
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΄Εχουµε θετική διαδοχή φάσεων και οι ποlικέc τάσειc είναι

U̇RS = U̇RN

√
3 /30◦ = 190.53 /30◦ V U̇ST = U̇RS /−120◦ = 190.53 /−90◦ V U̇TR = U̇ST /−120◦ = 190.53 /150◦ V

Τα ποlικά ρεύµατα είναι τότε

İAB =
U̇RS

Z
= 3.175 /−15◦ A İBC =

U̇ST

Z
= 3.175 /−135◦ A İCA =

U̇TR

Z
= 3.175 /105◦ A

και τα φασικά ή ρεύµατα γραµµήc

İR = İAB − İCA = 5.5 /−45◦ A İS = İR /−120◦ = 5.5 /−165◦ A İT = İR /120◦ = 5.5 /75◦ A

’Askhsh 6.12 Το παρακάτω δικτύωµα διεγείρεται από συµµετρική, τριφασική πηγή µε τάση γραµµήc 210 V. Εάν
ZL = 1 + j Ω, Z∆ = 24− j30 Ω και ZΥ = 12 + j5 Ω, προσδιορίστε το ρεύµα γραµµήc (µέτρο) στο συνοlικό φορτίο.
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LÔsh

Μετατρέπουµε τον δεξιό αστέρα σε τρίγωνο µε εµπέδηση 3ZΥ (κύκlωµα (a)). ΄Εχουµε τώρα δυο παράllηlα τρίγωνα τα
οποία κάνουµε ένα µε εµπέδηση πlευράc Z2 = Z∆ ‖ (3ZΥ) = 24.227 /−14.684◦ Ω. Μετατρέπουµε το τρίγωνο σε αστέρα,
Z3 = Z2/3 = 8.075 /−14.684◦ Ω (κύκlωµα (c)) και σε σειρά µε το ZL έχουµε τεlικά οlικό φορτίο σε σύνδεση αστέρα

µε εµπέδηση Z = ZL + Z3 = 8.874 /−6.776◦ Ω. Οπότε το ρεύµα γραµµήc για κάθε φάση (µόνο µέτρο) είναι

I =
220

8.874
= 24.792 A
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’Askhsh 6.15 Στο παρακάτω κύκlωµα έχουµε Z∆ = 21 + j24 Ω και ZL = 1 + j0.5 Ω. Να υποlογιστεί η µέση ισχύc
που καταναlώνεται από το τριφασικό φορτίο.
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LÔsh

Το τριφασικό φορτίο είναι σε σύνδεση τριγώνου. Μετατρέπονταc σε αστέρα έχουµε εµπέδηση µονοφασικού φορτίου

ZΥ = Z∆/3 = 7 + j8 Ω. Το ρεύµα στην φάση R είναι

İR =
100 /0◦

(1 + j0.5) + (7 + j8)
= 8.567 /−46.736◦ A

και η µιγαδική ισχύc που καταναlώνεται στο φορτίο στην ίδια φάση είναι

ṠR = U̇ZΥ · İ∗R = |İR|2 · ZΥ = 513.76 + j587.16 VA

Εφόσον στην παραπάνω σχέση εµφανίζεται µόνο το µέτρο του φασικού ρεύµατοc και το φορτίο είναι συµµετρικό, η µιγαδική

ισχύc στιc άllεc φάσειc είναι ίδια. ΄Αρα η συνοlική µιγαδική ισχύc στο φορτίο είναι Ṡ = 3ṠR και η συνοlική µέση ισχύc

είναι

P = <e{Ṡ} = 3 · 513.76 = 1541.3 W



’Askhsh 6.16 Να βρεθεί στο παρακάτω κύκlωµα η οlική µιγαδική ισχύc που καταναlώνεται από το φορτίο.
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LÔsh

΄Εχουµε συµµετρικό τριφασικό κύκlωµα, µε ανάστροφη φορά φάσηc. ∆ιακρίνουµε µονοφασικό φορτίο 9 + j12 Ω και
εµπέδηση γραµµήc µεταφοράc 1 + j2 Ω. Το ρεύµα στον ουδέτερο είναι µηδέν και αρκεί να εξετάσουµε τη µια φάση, έστω
την R. ΄Εχουµε

İR =
110 /0◦

1 + j2 + 9 + j12
= 6.394 /−54.462◦ A

και η µιγαδική ισχύc στο µονοφασικό φορτίο είναι ṠR = |İR|2(9 + j12) = 367.91 + j490.54 VA. Εφόσον στην παραπάνω
σχέση εµφανίζεται µόνο το µέτρο του φασικού ρεύµατοc και το φορτίο είναι συµµετρικό, η µιγαδική ισχύc στιc άllεc

φάσειc είναι ίδια. ΄Αρα η συνοlική µιγαδική ισχύc στο φορτίο είναι

Ṡ = 3ṠR = 1103.7 + j1471.6 VA

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

6 16
Vr 2 0 ac 110 0
Vs 3 0 ac 110 240
Vt 4 0 ac 110 120
R11 2 5 1
L11 5 9 2
R12 9 12 9
L12 12 1 12
R21 3 6 1
L21 6 10 2
R22 10 13 9
L22 13 1 12
R31 4 7 1
L31 7 11 2
R32 11 14 9
L32 14 1 12
R1 0 8 1
L1 8 1 2
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
V( 1 ) : mag : 8 .88178 e−015 phase : 126 .87 v o l t a g e
I (R1 ) : mag : 3 .97136 e−015 phase : −116.541 d e v i c e c u r r e n t



I (R31 ) : mag : 6 .39332 phase : 65 .5439 d e v i c e c u r r e n t
I (R21 ) : mag : 6 .39332 phase : −174.456 d e v i c e c u r r e n t
I (R11 ) : mag : 6 .39332 phase : −54.4561 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 6.17 Στο παρακάτω κύκlωµα έχουµε Za = 6− j8 Ω, Zb = 12+ j9 Ω και Zc = 15 Ω. Να βρεθούν τα ρεύµατα
γραµµήc İa, İb και İc.
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Κάνονταc ένα µετασχηµατισµό αστέρα-τριγώνου

Zab =
ZaZb + ZbZc + ZcZa

Zc
= 27.6− j1.8 Ω

Zbc =
ZaZb + ZbZc + ZcZa

Za
= 27 + j31.5 Ω

Zca =
ZaZb + ZbZc + ZcZa

Zb
= 21− j18 Ω

έχουµε το παρακάτω κύκlωµα
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και

İ1 =
150 /0◦

Zab
= 5.423 /3.731◦ A İ2 =

150 /−120◦

Zbc
= 3.616 /−169.399◦ A İ3 =

150 /120◦

Zca
= 5.423 /160.601◦ A

İa = İ1 − İ3 = 10.626 /−7.834◦ A İb = İ2 − İ1 = 9.023 /−173.521◦ A İc = İ3 − İ2 = 2.919 /122.339◦ A

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

6 17
V1 2 1 ac 150 0
V2 1 3 ac 150 −120
V3 3 2 ac 150 120
R1 2 4 6
C1 4 0 0 .125



R2 1 5 12
L2 5 0 9
R3 3 0 15
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I (R3 ) : mag : 2 .91936 phase : 122 .339 d e v i c e c u r r e n t
I (R2 ) : mag : 9 .02277 phase : −173.519 d e v i c e c u r r e n t
I (R1 ) : mag : 10 .6259 phase : −7.83283 d e v i c e c u r r e n t

’Askhsh 6.19 Στο παρακάτω κύκlωµα να βρεθούν

1. τα ρεύµατα γραµµήc

2. η πραγµατική ισχύc που καταναlώνεται στο φορτίο

3. η οlική µιγαδική ισχύc που παρέχεται από την πηγή
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Κάνονταc ένα µετασχηµατισµό τριγώνου-αστέρα

Za = =
j10(−j5)

20 + j10− j5
= 2.425 /−14.036◦ Ω

Zb = =
20(j10)

20 + j10− j5
= 9.701 /75.964◦ Ω

Zc = =
20(−j5)

20 + j10− j5
= 4.851 /−104.036◦ Ω

έχουµε το παρακάτω κύκlωµα.
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Το φορτίο δεν είναι συµµετρικό άρα εργαζόµαστε µε µέθοδο οφθαlµών και έχουµε

(Za + Zb)İ1 − Zbİ2 = −440 /−30◦ + 440 /90◦

−Zbİ1 + (Zb + Zc)İ2 = 440 /−30◦ − 440 /−150◦

}
⇒ İ1 = 132 /120◦ A

İ2 = 120.93 /140.94◦ A

Οπότε

İR = İ1 = 132 /120◦ A İS = İ2 − İ1 = 47.224 /−126.206◦ A İT = −İ2 = 120.931 /−39.065◦ A

Η µιγαδική ισχύc που καταναlώνεται στο φορτίο είναι

Ṡφ = |İR|2 · Za + |İS |2 · Zb + |İT |2 · Zc = 2.904× 104 − j5.808× 104 VA

και η πραγµατική ισχύc είναι

P = <e{Ṡφ} = 2.904× 104 W

Η οlική µιγαδική ισχύc που παρέχεται από την πηγή είναι

Ṡπ = (440 /90◦) · İ∗R + (440 /−30◦) · İ∗S + (440 /−150◦) · İ∗T = 2.904× 104 − j5.808× 104 VA

ίση µε αυτήν που καταναlώνεται.

΄Ενα κατάllηlο netlist για επιβεβαίωση, µε ω = 1 rad/s είναι

6 19
Vr 2 0 ac 440 90
Vs 1 0 ac 440 −30
Vt 3 0 ac 440 −150
L 2 1 10
R 3 1 20
C 2 3 0 .2
. ac l i n 1 0 .15915 0.15915
. p r i n t ac
. end

και µαc δίνει

f r e qu en c y : 0 .15915 Hz
I ( Vt ) : mag : 120 .926 phase : 140 .935 d e v i c e c u r r e n t
I ( Vs ) : mag : 47 .2294 phase : 53 .8013 d e v i c e c u r r e n t
I ( Vr ) : mag : 132 .004 phase : −60.0021 d e v i c e c u r r e n t

Τα παραπάνω ρεύµατα που µαc δίνει το LTSpice είναι αντίθετα µε τα ρεύµατα γραµµήc. Αντιστρέφονταc έχουµε (µέτρο
και φάση)

132.004 119.998

47 .229 −126.199
120.926 −39.065

σε καlή συµφωνία µε αυτά που υποlογίσαµε εµείc.


